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Résumé

On commence par étudier l'article de Brown et Low (1996) sur 1’¢quiva-
lence asymptotique, au sens de Le Cam, entre le modéle de régression non-
paramétrique & variance connue et le modéle de signal avec bruit blanc.

On geénéralise un tel résultat au cas des modéles de signal perturbé par un
processus a sauts. Cette derniére équivalence asymptotique permet d’estimer
le drift d’un modéle de signal perturbé par un processus a sauts via des esti-
mateurs de la fonction de régression du modele équivalent qui lui est associé.
De cette maniére on peut utiliser la théorie classique, désormais bien dévelop-
pée, sur l'estimation dans un modéle de régression afin d’estimer la fonction
de drift d’un modéle & sauts.

Quelques simulations sont présentées.

Introduction

Ce mémoire porte sur I’équivalence asymptotique au sens de Le Cam entre modéles statistiques. Un
des objectifs est le développement des outils nécessaires a la compréhension du résultat de Brown et Low
(1996) sur ’équivalence asymptotique entre le modéle de régression non paramétrique & variance connue :

et le modéle de signal avec bruit blanc :

dzZ™ = f(t)dt + i(f;)dBt. (2)
Le chapitre 1 est dédié a la notion de distance de Le Cam entre modéles statistiques. D’une facon naive,
la distance de Le Cam entre deux modéles statistiques qui ont le méme espace de paramétres est nulle si
et seulement si les deux modéles contiennent la méme quantité d’information sur le paramétre inconnu &
estimer.

Dire que les modéles (1) et (2) sont asymptotiquement équivalents au sens de Le Cam signifie alors
que, pour n qui tend vers l'infini, estimer f dans le modéle de régression ou estimer f dans le modéle de
signal avec bruit blanc donne des estimateurs qui ont, pour fonctions de perte bornées, le méme risque.
D’ou lintérét de savoir controler la distance de Le Cam (c’est l'objectif de deux premiers chapitres).

Dans le chapitre 3, on trouve une description formelle des modéles (1) et (2).

Dans le chapitre 4, on développe en détails la preuve du résultat de Brown et Low, et dans le chapitre
5 on discute quelques applications d’un tel résultat.

Notons qu’une équivalence asymptotique entre modéles statistiques entraine que les vitesses de conver-
gence des estimateurs minimax coincident dans les deux modéles. Cela est trés utile lorsqu’on connait bien
des “bons estimateurs” dans un modéle mais pas dans le modéle qui lui est asymptotiquement équivalent.

Dans le chapitre 6, on généralise le résultat de Brown et Low au cas des modéles de signal perturbé par
un processus a sauts. Plus précisément, on démontre que le modéle de régression & design déterministe



et & variance connue :
i i
Vi=f(2)+0(2)e i=1n &~ N(O1)iid (3)
n n
est asymptotiquement équivalent & un modéle de la forme :

ay™ = f(t)dt + oW yp, +ax,, e [0,1]. (4)
vn
ou X = (X¢,t € [0,1]) est un processus purement a sauts indépendant du mouvement brownien B.

En particulier, en combinant ce dernier résultat avec le résultat de Brown et Low on déduit que le
modele de signal avec bruit blanc (2) et le modéle de signal perturbé par un processus a sauts (4) sont
asymptotiquement équivalents.

Donc si on observe une trajectoire selon le modéle (4) (avec un drift f inconnu et o(-) connu),
Pestimation de f se rameéne & son estimation dans le modéle (2) ou (3).

Dans le chapitre 7 on discute la qualité des estimateurs de la fonction de drift f qu’on peut construire
A partir de la connaissance d’un estimateur de la fonction de régression. Les résultats sont commentés
par des simulations.

Dans le chapitre 8 quelques perspectives sont discutées.
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Premiére partie

Rappels






Chapitre 1

Déficience au sens de Le Cam

1.1 Distance de Le Cam

Une premiére notion en statistique mathémathique est celle d’espace des échantillons. L’espace des
échantillons est donné par I’ensemble de toutes les réalisations possibles X d’une expérience donnée et
par la tribu de ses sous-ensembles A. D’habitude X est un espace de suites x = (x1,22,...) oit x; € R¥
(comme dans le modéle de régression non paramétrique introduit dans le chapitre 3) ou bien c’est I’espace
des fonctions © = (x¢), t € I (comme dans le modéle de signal avec bruit blanc introduit, lui aussi, dans
le chapitre 3).

Nous supposerons que sur l’espace des échantillons (X, .A) est donnée une famille {Py,§ € O} de
mesures de probabilité, dépendant du paramétre 0, appartenant 4 un certain ensemble © de parameétres.
Le mécanisme Pj est la loi de probabilité qui gouverne la sortie aléatoire dans & quand la “vraie” valeur
du paramétre est 6.

Mathématiquement, une ezpérience statistique (ou un modéle statistique) est définie comme un triplet
E=(X, A, (Py)gco) ou (X,.A) est un espace mesurable, © est un ensemble et Py, pour tout 6 dans O,
est une mesure de probabilité sur A. L’espace mesurable (X,.A) est appelé espace des échantillons de
l’expérience £, tandis que ’ensemble © est appelé espace des paramétres de E.

L’espace des échantillons sera souvent aboli dans la notation du modéle statistique, c’est-a-dire qu’on
écrira £ = (Py : 0 € ©) ala place de & = (X, A, (Py)oco)-

La question qu’on se pose dans la suite est la suivante : on observe une variable aléatoire X & valeurs
dans X ayant loi Py. La valeur du paramétre 6 est inconnue et on voudrait estimer 6. Le probléme est
alors, en utilisant la terminologie de Le Cam, le suivant : en général, la famille £ est compliquée. On
voudrait alors l'approcher par une famille plus simple.

Une méthode de choix pour passer & une famille “plus simple” repose sur la notion de statistique
exhaustive. Pour cela on donne les définitions suivantes :

Définition 1.1. On dit que le modéle statistique (X, A, (Py)oco) est dominé s’il existe une mesure pu
o-finie sur (X, .A) telle que, pour tout § dans ©, Py est absolument continue par rapport & u. La mesure
w est dite mesure dominante.

Définition 1.2. Soit (G, G) un espace mesurable. Une statistique est une application mesurable S = S(x)
de l’espace X’ dans G, ou, autrement dit, une variable aléatoire définie dans (X, .A) et a valeurs dans (G, G).



4 CHAPITRE 1. DEFICIENCE AU SENS DE LE CAM

Définition 1.3. Soit (X, A, (Ps)gco) un modéle statistique dominé par la mesure u. Soit S = S(x) une
statistique. On dit que S est une statistique ezhaustive pour 6 (et la famille {Py : 6 € ©}) si, pour toute
variable aléatoire Y définie sur X' et bornée, il existe une version de I’espérance conditionnelle E?[Y|S]
qui soit indépendante de 6 et définie y p.p.

Remarque 1.1.1. Considérons le cas suivant, trés usuel dans la pratique :

Soit (2,4, (Py)eco) un modele statistique de la forme :

~Q=R";

- A=0(Xy,...,X,) ot X; est la i-éme projection ;

~Pp=® -2,
Grace au lemme de Doob, une variable aléatoire T est mesurable par rapport & o(Xy,...,X,) si et
seulement si elle est une fonction mesurable de (X1,...,X,,), c’est-a-dire, si elle est de la forme T =
f(X1...,X,) avec f A-mesurable. Donc, dire que T est une statistique exhaustive équivaut a dire que,
pour toute fonction f .A-mesurable, espérance conditionnelle E[f(X1, ..., X,,)|T] ne dépend pas de 6,
ou, ce qui revient au méme, la loi conditionnelle de (X7y,..., X,) sachant T, ne dépend pas de 6.

Le théoréme de factorisation suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’'une sta-

tistique S = S(z) soit exhaustive.

Théoréme 1.1.2. Soit {Py : 0 € ©} une famille de loi de probabilité dominée par une mesure pu o-finie.
La statistique S, définie sur (X, A) et a valeurs dans (G,G), sera exhaustive si et seulement s’il existe
une fonction g(S,0) G-mesurable (pour tout 6 € ©) telle que :

dPy(z) = g(S(z),0)u(dx), VreX.

Pour mieux comprendre comment les statistiques exhaustives nous permettent de réduire la dimension
des données par une transformation préalable, sans perte d’information, de fagon & obtenir un modéle
“plus simple”, considérons un exemple élémentaire.

Ezemple 1.1.3. Soit (X;)I; un vecteur d’observations indépendantes et équidistribuées de loi normale
N(0,1). 1 est bien connu que la moyenne empirique

X, =

>x
i=1

est une statistique exhaustive pour @ de loi normale A/ (6,n~1).

S|

Dans ce cas l'expérience initiale est donnée par la famille des lois jointes du n-échantillon, 6 étant
inconnu (pour fixer les idées disons § € © avec © C R). Si son observation se limite a la valeur de la
statistique exhaustive X, le statisticien se trouve devant la famille des lois A'(6,n~!) de celle-ci, qui,
de méme que la famille des lois de ’échantillon tout entier, dépend du paramétre inconnu 6. Ainsi on
obtient deux expériences indexées par le méme 6. Si I'on admet qu’une statistique exhaustive contient
toute l'information disponible sur 6, alors on est amené & la notion intuitive d’expériences équivalentes :

Proposition 1.1.4. Supposons que © C R. Les deux modéles statistiques donnés par les observations

X;=0+¢&, i=1,...,n & ~N(0,1), indépendantes, 6€©
Y =0+n"12%, ¢~N(0,1), 00

sont équivalents.



1.1. DISTANCE DE LE CAM )

C’est-a-dire que l'idée d’équivalence est que les deux modéles contiennent la méme information sur 6.
Une facon de rendre formelle cette idée est introduire la notion de la distance de Le Cam. Avant de faire
cela rappelons les définitions suivantes :

Définition 1.4. Un noyau Markovien m de 'espace mesurable (E, &) vers I'espace mesurable (F,F),
m: E — F, est une famille

T = (7(z,"))ser (1.1)
de probabilités sur F, ayant F comme ensemble des indices, telle que, pour toute fonction g mesurable
positive sur (F,F), la fonction positive mg définie dans E par

mota) = [ (oot (1.2
est mesurable sur (E,&).
Remarque 1.1.5. Si g est la fonction indicatrice d’un élément B dans F, en particulier,
mlp(x) = n(x, B). (1.3)

Remarquons aussi que, pour toute suite (g,), de fonctions positives et mesurables sur (F,F), on a les
deux propriétés suivantes :

g9 = Tgu TG, g=) gn => TG=Y Tgn (1.4)

La famille de probabilités (1.1) est un noyau Markovien, si et seulement si pour tout élément B dans F,
la fonction 7lp définie par (1.3) est mesurable sur (F,£). En fait, si une telle condition est satisfaite, on
voit facilement que, pour toute fonction en escalier positive g sur (F, F), la fonction mg est mesurable sur
(E,&). Puis on étend ce résultat au cas d’une fonction mesurable positive g quelconque en exprimant g
comme enveloppe supérieure d’une suite croissante (g, ), de fonction positive en escalier, et on se raméne
au cas précédent grace a la propriété (1.4).

Proposition 1.1.6. Soit m un noyau Markovien de (E,E) vers (F,F) et soit i une probabilité sur (E,£).
Alors :

a. La fonction wu qui a tout élément B de F associe le nombre wu(B) défini par

mu(B) = /E (. Bu(dz) (1.5)

est une probabilité sur F.

b. Pour toute fonction g mesurable et positive sur (F,F) on a :

| s@mutde) = [ myfan(a).

E

Démonstration. Pour tout élément B de F et pour toute suite (B,,), d’éléments de F, deux a deux
disjoints tels que leur réunion soit B, de la relation Ig =), Ip, on déduit que 7lp =) nlp, et donc
que Tu(B) =", mu(B,). Ce qui prouve que 7y est une probabilité sur F.

Démontrons maintenant le point b. Il est vrai dans le cas particulier ou g = Iz avec B élément de F.
Dans le cas général, il suffit d’exprimer g comme une enveloppe supérieure d’une suite croissante (g )n
de fonctions positives en escalier et de se ramener au cas précédent en se servant de la propriété (1.4) et
du théoréme de Beppo Levi. O
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Définition 1.5. Soient P et () deux mesures définies sur un méme espace mesurable (X, .A), qui ad-

mettent une densité par rapport & une mesure p donnée respectivement par p(x) = Cf:( x)et q(z) = dg (2).

On définit la distance de la variation totale || - || des lois P et @ par

IP=Ql= s \ [ st - [ @)

Définition 1.6. (A-écart de Le-Cam)
Soient P(H) = (X,A, (P9)9€@> et P2 = (JJ,B, (QQ)Qee) deux modéles statistiques, indexés par le
méme ensemble d’indices ©. Supposons que les espaces d’observations (X, A) et (), B) soient des espaces

polonais (espaces métrisables, séparables, complets).
La déficience (le défaut) de P(M) par rapport a P2 est

5(PV.P) = infsup Qo — K Py 9
K geco

ou Vinf est pris sur tous noyaux Markoviens K de (X, A) vers (Y, B) (indépendants de 6).
La distance de Le Cam entre P1) et P(?) est définie comme

A(P(l), 73@)) = max (5(P<1>, 7><2>) , 5(7><2>, P<1>)).

Définition 1.7. (Modéles statistiques équivalents)

En conformité avec les notations précédentes, on dit que les modéles statistiques P et P2 sont équi-
valents §'ils existent un noyau Markovien K(!) de (X, A) vers (V,B) tel que KVPy = Qy VO € O, et
un noyau Markovien K de (), B) vers (X, A) tel que K®Qy =Py, V0 € 0.

Proposition 1.1.7. Deuz modéles statistiques PV et P2 sont équivalents si et seulement si A(’P(l)7 73(2)) =
0.

Démonstration. Voir Le Cam [27]. O

Lemme 1.1.8. Toujours en conformité avec les notations précédentes, s’il existe une statistique exhaus-
tive S : X — Y telle que Qg est la distribution de S sous Py, alors A(PM,P®2) =0

Démonstration. 11 faut montrer que §(P?), P1)) =0 = §(PWH), PA),
Définissons un noyau Markovien Ky : ) — X de la fagon suivante :

Ko(y, A) =Ep,(I4]S =y), pour tout A € A.

Alors :
KoQo(A / Koly, A)Qo(dy) = / Ep, (14]S = 4)Sy Po(dy) = Py(A)

ol on a noté par Sy Py la loi image de S sous Py qui, par hypothése, est égale & Q.

Il reste & montrer que le noyau ainsi construit ne dépend pas de 6 ce qui il est vrai parce que, par
définition d’une statistique exhaustive, pour tout A € A, Ep, (I4|S = y) ne dépend pas de 6. On a donc
fabriqué un noyau K, indépendante de 0, tel que, pour tout borelien A € A, Py(A) = KQy(A). Cela
implique que §(P3),PM) = 0.
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Pour montrer que §(P™M,P®?) = 0 il suffit de définir un noyau Markovien K} : X — ) comme
Kjy(z, B) =1g(S(x)), pour tout B € B, pour tout z € X. On a alors que

K} Py(B) = / 15(S(x)) Po(dz) = /B Qoldz) = Qs(B).

Par construction, il est clair que le noyau K’ ne dépende pas de 6, et donc on a bien montré que
s(PW, PR =0. O

Remarque 1.1.9. SiPW = (X, A, (Py)geo) et P2 = (¥, B, (Qs)sco) sont deux modéles statistiques dont
la distance de Le Cam est 0, alors, & partir d’une observation = dans le modéle P, on peut toujours
construire d’une facon artificielle une observation y dans le modéle P(®) et vice-versa. En effet, grace a
la proposition (1.1.7) il existe un noyau Markovien KM x = Y tel que KW Py = Qy pour tout 6 dans
©, donc, si on observe z dans P, pour obtenir une observation synthétique dans P il suffit de tirer
un y selon la loi K(M)(z,-). On fait la méme construction pour générer une observation artificielle dans
P 3 partir d’une observation dans P,

Définition 1.8. (Equivalence asymptotique)

Soient P, = (Pn0,0 € ©) et Q,, = (Qn9,0 € O) deux suites de modéles statistiques, indexées par
n et telles que l'espace des observations peut aussi dépendre de n. On dit que les suites P,, 9, sont
asymptotiquement équivalentes si nl;n;o A(Py, Q,) =0.

1.2 Exemples

Soient & et F deux modéles statistiques qui ont le méme espace des parameétres O ; la question naturelle
qu’on se pose est de savoir quelle est I'expérience qui nous donne plus d’informations par rapport au
paramétre inconnu 6.

Une fagon de quantifier cela est de calculer (&, F).

Si §(€,F) =0, on peut dire que F est moins informatif que £, ou que £ est meilleur que F ou encore
que & est plus informatif que F.

Par contre, méme si la définition de déficience est parfaitement raisonnable du point de vue statistique
(voir aussi le paragraphe suivant), la calculer explicitement n’est pas du tout facile dans la plupart des
cas.

Généralement, tout ce qu’on peut espérer est de trouver des bornes supérieures et inférieures.

En effet considérons une population & N individus, avec N suffisamment grand. Notons par p la
proportion de personnes dans la population qui disent qu’ils vont voter pour le candidat X & la prochaine
élection présidentielle. Pour estimer p le statisticien préléve un échantillon de 1000 individus.

On peut prendre un tel échantillon sans répétitions, ce qui nous donne ’expérience £y, ou avec
répétitions, ce qui nous donne une autre expérience Fy. Il va de soi que §(En, Fn) = 0 et en effet cela
peut étre prouvé d’une facon rigoureuse.

Au contraire, la valeur de 6(Fy, En) est difficile & calculer.

Cependant, on peut facilement argumenter qu’elle ne peut pas étre beaucoup plus élevée que la
probabilité d’avoir des doublons dans I’échantillon avec répétitions et que §(Fn,En) converge vers zéro
quand N tend vers l'infini.
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Malgré les difficultés inhérentes au calcul de §(E, F), Torgersen (1972) [36] a été en mesure de donner
des expressions explicites pour la déficience entre expériences répondant a certaines propriétés d’inva-
riance. Hansen et Torgersen (1974) [22] ont étudié le cas des modéles linéaires. Dans 'un des cas exami-
nés par Torgersen (1974) [37], Uexpérience & est donnée par ’observation de n + r variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi commune N (A, I) o I est la matrice identité de taille
k. On peut aussi observer seulement les valeurs des n premiéres variables, ce qui nous donne ’expérience
F.

Alors, selon Torgersen,

A&, F) = P(logH—a <X lta
Q@ k
ol @ = L et x? est une variable aléatoire ayant loi du x? & k degré de liberté.

Un autre exemple ol les calculs exacts sont difficiles & réaliser mais on peut quand méme obtenir des
bornes pour la distance de Le Cam, est le suivant.

Notons par M(n,8), on 8 = (64,...,0,,), la loi multinomiale. Si on note par nVjy la matrice qui a
en position (7,7) le terme nd; — nb;0;, alors, grace au théoréme central limite M(n,0) est “proche” de
N (n#,nVp) dans le sens de la convergence faible, pour m fixé et n grand.

Dans un article de 2002, Carter [9] se pose le probléme plus profond de trouver une majoration
pour la distance de Le Cam A(N, M) entre les modeéles statistiques M = {M(n,0) : 0§ € O} et
N = {N(nb,nVy) : 6 € ©} sous des hypothéses de régularité pour ©. Plus précisément il démontre que
s’il existe une constante Cg telle que

- max 0;
sup ‘< 0 < oo,
gco min 6,
ie{l,..m}
alors log
, mlogm
AM,N) < Cq 7\/5

ou Cj est une constante qui ne dépend que de Cp.

1.3 Interprétation en termes de la théorie du risque

Pour éclaircir la signification statistique de la déficience, rappelons le cadre classique de la théorie de
la décision.

Soit &€ = (X, A, (Py)geco) un modéle statistique.

Un probléeme de décision pour le modéle £ est la donnée d’un espace mesurable (D, D), appelé espace
des décisions, et d’une fonction L : D x © — [0, 00), appelée fonction de perte, telle que, pour tout 6 € ©,
L(-,0) soit mesurable par rapport a (D, D).

Le statisticien observe une valeur x € X obtenue & partir de la mesure de probabilité Py. Il ne connait
pas la valeur de 0 et sa tache est de sélectionner une décision z € D. Pour 'accomplir, il choisit une
mesure de probabilité 7(z,-) sur D et il tire un point de D au hasard selon la loi 7(x,-). S’il a tiré z
quand la vraie distribution de x est Py, il subit une perte L(z,0).

La fonction 7 : x — 7(x, ) est appelée régle de décision randomisée dans le modeéle £. Autrement dit,
7 est un noyau Markovien de (X, .A) vers (D, D) :



1.4. PROPRIETES DE LA DISTANCE DE LE CAM 9

i. V. AeDfixé, x — w(x, A) est A-mesurable;
ii. V xe X fixé, A— w(x, A) est une probabilité sur (D, D).

Notons par L(D, D) ’ensemble de toutes les fonctions de perte L qui satisfont 0 < L(z,0) < 1,Vz € D,
V6 € O et par II(£) l'ensemble de toutes les régles de décision randomisée dans le modéle €.

On appelle risque de la régle de décision randomisée 7 € TI(£) en 6 associé a la fonction de perte
L € L(D,D) la quantité donnée par

R(E, 7. L,0) = /X < /D L(z,@)ﬂx,dz))Pg(dx).

Proposition 1.3.1. (Caractérisation de la déficience)

Soit £ > 0 fizé. Deux modéles statistiques € et F vérifient la relation 6(E,F) < e si et seulement si :
pour tout probléeme de décision avec fonction de perte L € L(D,D) et pour toute fonction de décision
m € TII(F), il existe une fonction de décision n* € I1(£) telle que

R(&,7",L,0) < R(F,n,L,0) +¢, 0cO.
Démonstration. Voir Le Cam [27]. O

Soulignons que cette caractérisation concerne la déficience 6(&, F) de € par rapport a F, et que § n’est
pas symétrique. Par conséquent, si pour I’expression symétrisée (le A-écart) on a A(E, F) < ¢, alors les
risques disponibles dans F sont aussi disponibles dans £, & € prés, et vice versa, c’est-a-dire, & toute régle
de décision m qui est “bonne” pour F correspond une régle de décision 7* qui est presque aussi bonne
pour & et réciproquement (pour plus de détails voir le chapitre 5, section Risques minimax).

On peut maintenant donner une définition de la déficience en termes de fonction risque. Plus précisé-
ment on se donne la suivante :

Proposition 1.3.2. La définition de déficience donnée par (1.6) est équivalente a la suivante :

S(PM, PPy =sup  sup inf sup  sup |R(PW, 7y, L,0) — R(P? 1y, L,0)]|,
LeL(D,p) M EM(PWM) ) c(P2) €0

ot le premier sup est pris sur tous les espaces de décision (D, D).

Démonstration. Voir le théoréme 2 & page 15 de Le Cam [28]. O

1.4 Propriétés de la distance de Le Cam

On rappelle que deux modéles statistiques PV et P(2) sont équivalents si et seulement si A(P(l) , 77(2)) =
0 (voir la proposition 1.1.7). On notera cette relation d’équivalence par le symbole ~ :

P~ PR — APW,PP)) =0,
On peut alors énoncer la proposition suivante.

Proposition 1.4.1. Le A-écart est une distance dans [’ensemble des classes d’équivalence déterminées
par la relation d’équivalence ~.
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Démonstration. Comme la propriété de symétrie est satisfaite par construction, il suffit de prouver l’in-
égalité triangulaire. Considérons les modéles statistiques suivants :

pO) . (X,A, (Pa(l))aee)’

PR (9,8, (P?)e0).

PG . (Z,C, (Pg(g))eeG)'

Supposons que §(P1), P2)) < e et §(P3),PG)) < . Par définition de défience cela signifie qu’il existe
un noyau markovien K : X — Y tel que supgeg ||P6$2) — KPg(l) || < e et qu’il existe un noyau markovien
K':Y — Z tel que supyee || P — K'PS?|| < . En particulier, si on considére le noyau K'K : X — Z,
on obtient :

sup | P{Y — K'KPV|| < sup | P — K'P{?|| + sup | K'P® — K'KPW)||
fco 6co 0co

<& +sup ||[K'PY — K'KPY.
0cO

| By? = KK P = sup [K B (4) = KK F(4)

= sw| [ KA EP ) - [ K'(A,wKPé”(dy)\

—sw| [ K AIrf? 5P a)

<e
On a ainsi montré que si &’ > §(PM, PO) et si Ve > §(PW, P?)) alors on a :

sup HPg(g) - K'KP9(1)|| <e+¢
€O
d’ou :

5(73(1)7 73(3)) — 5(7)(1)7 73(3))

in in
e >5(P@),P®) e>5(PD),P2)

< inf inf e+¢
e >8(P2) P3) e>5(P1) P@)

= 5(PW, PR 4 5P, pA)y,
O

Notre but est de ramener un modéle complexe P & un modéle “plus simple” Q. On a alors besoin
de savoir controler le A-écart de la distance de Le Cam. Pour cela, les définitions suivantes seront trés
utiles. Dans la suite on supposera fixés les deux modéles statistiques P(Y) = (X, A, (Py)geco) et P2 =
(X, A, (Qo)oco) (qui ont le méme espace des observations!) et on supposera aussi qu'’il existe une mesure

w qui domine les deux familles des lois {Py; 0 € O}, {Qg; 0 € ©}. On posera fy := %, go = %.
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Définition 1.9. (Distance L; entre modéles statistiques)
En conformité avec les notations qui précédent, on appelle distance L, entre les modeéles P P2 1a
quantité

L (P, PR)) = sup / 1Fo(2) — go (@) u(d).

0co

Classiquement, pour aboutir & 1’équivalence asymptotique entre modéles statistiques on utilise le
résultat suivant.

Théoréme 1.4.2. On a
|R(PD, 7, L,0) — R(PP, 7, L,0)| < Li(PD, PP L]|. (1.7)

ou
|L|| = sup{L(z,0): 0 € ©,z € D}.

Par conséquent

APWD, Py < L, (PW PA), (1.8)
A partir de (1.8) on a donc
APPPE) =0 si Li(PRY, PE) — 0. (1.9)

Démonstration. 1l suffit de remarquer que

(z,0)7(x,dz) fo(x)u(dz) / / z,0)m(x, dz)ge(x)p(dx)

<|SupL29‘//|7rmdz||fg x) — go(z)|pu(dx)

flelgL z,0 ‘/ m(x,dz / | fo(x (x)|p(dx) (1.10)
sup L(z, 9 |fe (z)|p(dz) (1.11)
zeD

< |2 sup /X Fol) — go () u(de).

ol on a obtenu ’équation (1.10) en appliquant le théoréme de Fubini, et ’équation (1.11) en utilisant
que 7(z,-) est une mesure de probabilité sur (D, D). O

Parfois, pour contrdler la distance Li, on utilise la distance de Hellinger qui est trés utile surtout
quand on a des lois produit.

Définition 1.10. Soient P et ) deux mesures de probabilité sur (X', .A) absolument continues par rapport
a une mesure . Soient p(x) := %(x), q(x) = %(a:). La distance de Hellinger entre P et @) est définie

par

H(P.Q) = [ (pl)'/* = a@)'/?) (o)
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Propriété 1.4.3. On a
Li(P,Q) <2H(P,Q), (1.12)

L1 est la distance entre les mesures P et () ainsi définies :
LiP.Q) = [ o) - a(@lutde).
x

Démonstration. Montrer la propriété (1.12) équivaut & montrer que

(Lol =stopian) < f oo =t i)

Or,
( /X ‘p(x)—q(x)’u(da:)>2
= (oo )
= /X [p()'7? ~ g Q\ZM(df@ /X )p($)1/2+q(x)1/2‘2u(d$).
Comme

[ Io@2 + gty 7

’2:/)((p(x)+q(x)+2\/m)u(dx)
<21+ [ Vi)

<2(t+ vl vl
=4

)

on a bien trouvé
(/oo = at@)|utde))” <4 | (o@)'/2 = a)'*) ().

ce qui conclut la preuve. O

Corollaire 1.4.4. Soient P,, = (P, 9,0 € ©) et Q,, = (Qn9,0 € O) deux suites de modéles statistiques
définis sur un méme espace. Si
lim sup H(P,,9,Qn,0) =0,

alors
lim A(P,, Qn) =0.
n—oo
Démonstration. La démonstration découle des relations (1.12) et (1.9). O

Propriété 1.4.5.

2V o) Nz, = 21 - [ %2 oo Bl (113
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Démonstration. D’une fagon générale,
2
[ (@) = a(@)2) utao) =2[1 = [ Volwha@iutan)

dans ce cas on a :

2
1 1 =
amer -4 )
2
ii. q(x) = 2202 exp{—é(zgfz) }a

donc

i p(z) =

1 1 [ o k2ol +mo})\’
\/pqudx_/exp{—[(z o402 - A2
/R (@)a(x) V2moi109 Jr 40203 ! 2 Voi+o2

+ 1207 + p202 — (301 4 pios + 2uzpmotol
201 + pio; e

_ 20109 1/2exp _(Ml_,UQ)Q
ot + 03 Aot +03) ]

O

Propriété 1.4.6. Si P et () sont deux mesures produit, P = ®7L, P; et () = ®7L,();, absolument continues

par rapport & la mesure de Lebesgue avec p; = %, g = %, alors
m
H*(P;, Q)
H2(P - _ el S R N .
(P,Q) 41IH1 5 (1.14)
Jj=1
Démonstration. )
2@ =21~ [ Vi)
=2 1—/ 1T Pj(l‘j)qg‘(%)d%]
L R™ 5
—2[1— H/ pj(xj)qj(xj)dxj}
L o UR
=2[1- 11— ——12 =)
(-5
L j=1
O
Une autre facon de démontrer que deux suites de modéles statistiques P, = (P 9,0 € ©) et Q,, =

Qn.0,0 € O©) sont asymptotiquement équivalentes est d’utiliser la définition 1.6 et les résultats suivants :
, y

Lemme 1.4.7. (Théoréme de Scheffé) Soient P et Q) deux mesures de probabilité sur (X, A) absolument
continues par rapport ¢ une mesure . Soient p(x) := ‘;—fj(x), q(z) = %(x). On a

1P=@ll =3 [ Io(o) — a@)lutr) = 1= [ min(p(e).ata))ntda)
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Démonstration. Voir Tsybakov [38], lemma 2.1, page 84. O
Propriété 1.4.8. On a

D < yp-q) < np.gyf1 - L.
Démonstration. Voir Tsybakov [38], lemma 2.3, page 86. O

Corollaire 1.4.9. Soient P,, = (P, 9,0 € O) et Q,, = (Qn0,0 € O) deuz modéles statistiques qui ont le
méme espace des échantillons. Si
lim sup H(P,,9,Qno) =0,

n—oo 0cO

alors les deux modéles sont asymptotiquement équivalents.

Démonstration.
6(Pp, Qn) = infsup ||Qo,n — K Py ||
K gco

)\/1 _ Hz(PG,anG,n)
4

< sup H(Pyn,Qon
6O

—0 quand n — oo.

De méme, en utilisant la symétrie de la distance d’Hellinger, on montre que 6(Q,,P,) — 0 quand
n — 0o. On conclut ainsi, par définition de distance de Le Cam, que A(P,, Q,,) — 0 quand n — oo, ce
qui termine la preuve. O

Pour majorer la distance de Le Cam on peut également se servir des distances suivantes :

Définition 1.11. (Distance x)

Soient P et () deux mesures positives sur I’espace mesurable (X, .4), absolument continues par rapport
a une mesure p et de densité, respectivement, p(z) = %(m), q(z) = %(x). Posons g(z) = ‘1(1;7:@(;6). La
distance k entre P et (Q est définie par

KJ2(P,Q) :;/(p(x)gzx(i(x)) /L(dl‘)

Propriété 1.4.10. En conformité avec les notations qui précédent, on a

%H%P, Q) <K (PQ) < HX(P,Q)

et
K*(P,Q) < 2P —Q).

Démonstration. Pour démontrer la premiére inégalité il suffit de remarquer qu’on peut écrire

(P.Q) = 3 [ (Vo) - Vata)p I g,

g9(z)

et utiliser le fait que
g9(x) < (Vple) + Va(x))? < 29().

Pour la deuxiéme inégalité il suffit d’utiliser la propriété 1.4.8. O
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Corollaire 1.4.11. Soient P,, = (P, 9,0 € ©) et Q,, = (Qn,0,0 € ©) deuz modéles statistiques qui ont
le méme espace des échantillons. Si

lim sup £2(Pn.g,Qn.e) =0,

alors les deux modéles sont asymptotiquement équivalents.
Démonstration. 11 découle immeédiatement de la propriété (1.4.10). O

Définition 1.12. (Distance de Pearson)
Soient P et @ deux mesures positives dominées par une mesure p avec p(z) = %(ax) et g(z) = 92 (x).
La distance de Pearson entre P et (Q est définie par

Q= [ Wu(dm)

Propriété 1.4.12. On a
XQ(Pv Q) < 2K2(P7 Q)

d(P+Q) (IL‘) ]

Démonstration. La démonstration découle du fait que p(x) < ==
“w

Corollaire 1.4.13. Soient P,, = (P 9,0 € ©) et Q,, = (Qn,0,0 € ©) deuz modeéles statistiques qui ont
le méme espace des échantillons. Si

lim sup X2(Pn,t97 Qn.0) =0,

N0 geo
alors les deux modéles sont asymptotiquement équivalents.
Démonstration. La démonstration découle des propriétés 1.4.12 et 1.4.10. O
Une autre fagon de majorer la distance de Le Cam est d’utiliser la divergence de Kullback.

Définition 1.13. (Divergence de Kullback)
Soient P et @@ deux mesures de probabilité définies sur l’'espace mesurable (X, A).
La divergence de Kullback entre P et () est définie comme

[log (%)dP si P<Q,
+00 sinon.

K(PvQ):{

Remarque 1.4.14. La quantité K (P, Q) est bien définie, c’est-a-dire, si P < @ alors I'intégrale [ log (%)dP
est bien définie.

En effet on peut démontrer que si P < @ alors
dP
log 5=) dP <P~
[ (1%5) ar<ip-al
ot a_ = max{0, —a}. (Pour plus de détails sur la preuve voir Tsybakov [38], Lemma 2.2 page 85.)

Remarque 1.4.15. La divergence de Kullback ne définit pas une distance (en particulier elle n’est pas
symétrique).
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Propriété 1.4.16. Si P et ) sont deux mesures produit, P = ®}_, P;, Q = ®]_,Q;, alors
n
K(P,Q) =) K(P,Q).
i=1

Propriété 1.4.17. On a
H*(P,Q) < K(P,Q).

Démonstration. 11 suffit de supposer que K(P,Q) < oco. Dans ce cas il existe une mesure p et deux
fonctions, p et q, tels que

= z)| lo p(@) T
K(P.Q) = /{ . >(1 " q(x)>u(d ).

Or, comme —log(z +1) > —xsiz > —1,0n a

K(P.Q) = /{ I e
=2 /{m:p(:p)q(:p)>0} p<log ];Eg)u(dx)

= 2/{2"1) (2)q(z)>0} p() { Zg; - 1]M(dx)
2( /{ o @) - 1)u(dm)
_ (P,

O

Corollaire 1.4.18. Soient P, = (P, 9,0 € ©) et Q,, = (Qn,0,0 € ©) deuz modéles statistiques qui ont
le méme espace des échantillons. Si

lim sup K(P,9,@n,e) =0,

n— oo PcO
alors les deux modéles sont asymptotiquement équivalents.

Démonstration. La démonstration découle de la propriété 1.4.17 et du corollaire 1.4.9 O

1.5 Commentaires

Le point clé dans la théorie de Le Cam est le fait de caractériser I’équivalence entre modéles statistiques
en utilisant des “randomizations” entre espace probabilisés (qu’on peut voir comme noyau Markovien
dans le cas ou les espaces des observations sont des espaces polonais. Pour une définition rigoureuse de
“randomization” dans le cas général voir Le Cam(1986) [27]) .
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Supposons avoir & disposition deux modeéles statistiques P et P(2) qui consistent, respectivement, en
Pensemble des lois de probabilité (Py : 6 € O) définies sur lensemble mesurable (X, A) et des lois de
probabilité (Qg : 6 € ©) définies sur (Y, B).

D’une fagon naive, les deux modéles sont équivalents s’ils apportent la méme quantité d’informations
pour 6 € ©.

D’une facon formelle, ils sont équivalents si leur A-écart est zéro. La premiére étape pour majorer le
A-écart est de proposer un candidat noyau Markovien de X’ & ). Alors la borne est établie en donnant
une borne pour la distance entre les observations transformées via le noyau Markovien et les observations
qui proviennent du modéle duquel on souhaite se rapprocher.

Les transformations (noyaux Markoviens) explicites entre modéles sont trés utiles car elles générent
une correspondance entre les estimateurs dans les deux modéles, c’est-a-dire, si la distribution de T'(X)
est proche & celle de ), alors I'estimateur é(T(X )) a presque le méme risque que é(y)

Un raisonnement similaire peut étre fait dans le cas ot on gére deux suites de modéles statistiques qui
ont le méme espace de paramétres. Considérons & ce propos les suites :

P = (XmA"’ (P‘g(vl’z)ae(-))’

P = (y”’B"’ (P‘g(iz)ee@)'

Une “randomization”, T'(X, ui envoie les observations X,, dans les observations )/,,, envoie aussi les lois
b) njy b)

n

du modele P aux lois qui rapprochent les distributions {Pe(%z 10 € @} via Pé)(})T ~ P(,(iz.

On dira que les expériences sont asymptotiquement équivalents si la distance de la variation totale entre
la loi Pe(if et la distribution de T sous Pe(,lyz converge vers 0 uniformément en 6. L’effet d’une telle
équivalence asymptotique est que toute investigation dans un modéle génére automatiquement un résultat
asymptotiquement analogue dans ’autre modéle.



18

CHAPITRE 1. DEFICIENCE AU SENS DE LE CAM



Chapitre 2

Distance de Le Cam entre modéles de
bruit blanc

Dans ce chapitre on se propose de majorer la distance de Le Cam entre modéles de bruit blanc.
Le cadre qu’on va considérer est le suivant. Soit I = [a,b] un intervalle qui contient 0 et F une classe
fonctionnelle fixée. Notons par Py la loi du processus défini par I’équation stochastique :

dY; = f(t)dt + o(t)dB,

oll o est une fonction connue et B = (By,t € [a,b]) est un mouvement brownien.
On se propose alors de majorer A(M,N), ou

M= (C(I’ R)?Clﬁ (PM)MEJ:) (2'1)
et
N = (C(I,R),CI, (Py)ver) (2.2)

avec C(I,R) I’espace des fonctions continues de I dans R et C! la sigma-algébre engendrée par les ouverts
pour la norme sup.

Grace au théoréme 1.4.2, une facon d’estimer A(M,N) est de calculer Li(M,N). Ce calcul fera
I’objet du paragraphe suivant.

2.1 Distance L; entre processus gaussiens

Soit I = [a,b] C R un intervalle qui contient 0 et soient Y = (Y;,t € I), Z = (Z;,t € I) deux
processus gaussiens qui ont, respectivement, u(t) et v(t) comme fonction de moyenne, o%(t) comme
fonction de variance (la méme pour tous les deux), et vérifient

dY; = p(t)dt + o(t)dB; (2.3)

avec B = (By,t € I) un mouvement brownien, c’est-a-dire une variable aléatoire définie sur (2, A,P) et &
valeurs dans (C(I,R),C’). On notera par W , la loi d'un processus X de la forme dX; = f(t)dt+o(t)dB;.
On utilisera I'abréviation W, pour Wy , et on posera A; = o(B, :t € I).

19
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Le lemme suivant nous assure qu’il existe une mesure, W,, qui domine & la fois la loi de Y et celle de
Z.

Lemme 2.1.1. Soit X = (Xy,t € I) un processus gaussien défini par I’équation :
dX; = f(t)dt + o(t)dBs.

avec [ et o qui vérifient :

2
/f(s) ds < oo. (2.5)
1o(s)?
Alors, la mesure de probabilité Wy , admet une densité par rapport ¢ W,
de f f2(5)
o _ d 2.6
AW, ( 25" (2.6)

Remarque 2.1.2. L’expression f ;o2 S)dws doit étre comprise comme la limite sur toutes les partitions
a=ty<--- <ty =">0de l'intervalle I = [a, b

F8) g 1 (ti-1)

I (72(5) s to<---<tg = 0'2(ti_1)
voir la remarque A.0.6 de Pannexe A pour plus de détails.
Démonstration. Ecrivons :

Y, = f(t)dt + o(t [dBt—idt] o(t)dB, (2.7)

et définissons un nouveau processus sur (£2,.4), B = (Bt,t € 1), de la maniére suivante :
t
Bt _ Bt _ / f(S) d
o 0(5)

Grace a ’hypothése (2.5), le processus exp (ft c’:gsg dBs— 5 ; 528 ds) est une martingale et donc, grace

a

au théoréme de Girsanov, le processus B est un mouvement brownien sous P, ou P est une mesure de
probabilité sur (£2,.4) qui a comme densité par rapport a P la fonction donnée par :

e ([ 23053 ] )

dIFD

D’un c6té on a

de 'autre
dY; = f(t)dt + o(t)dBy,

avec B et B mouvements browniens respectivement sur (Q, 4, P) et (Q, A, P).
En particulier, la loi de X sous P est la méme que la loi de Y sous P.
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Donc, pour toute fonction F : C(I,R) — R mesurable bornée, on a

| P o) = Bel (0] = Bl = B[P O
o [ 2
e[ 28251 [ )
_ / F(w)exp( 1 (fz 0 I £ z (t)dt>WU(dw),
ol on a utilisé (2.7) dans I’avant-derniére égalité. Ceci conclut la preuve. O

On se propose maintenant de calculer la distance Lq entre les processus Y et Z définis par les équations
(2.3), (2.4). Pour cela notons par gy et gz les densités de probabilité de Y et de Z par rapport & W,,
c’est-a-dire :

vAec!, P(YecA)= /Agy(w)Wg(doJ)

et
VA e, P(Ze A) = / 9z (W)W, (dw).
A

En conformité avec la définition 1.10 et les notations (2.1) et (2.2), la distance Ly entre les modéles

M, N est
LMA) = [ [ov (@) = g2 Wad).

Dans ce cas, on notera la distance L; entre les deux modéles par L1(Y, Z), ou encore par Li(gy, gz).

Proposition 2.1.3. Soient f et g, les densités respectives d’une variable aléatoire gaussienne N (p,0?)

et de N'(v,0?). Alors
exp (X—W) —1‘ :2{1-2¢(”2_U“)} (2.8)

ot X ~ N<0 (—v)? > et ¢ est la fonction de répartition de N(0,1).

202

Li(f,9) = E

Démonstration. Sans perte de généralité supposons que p < v. Par définition de la distance L; on a

/ (@) — g()|da
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De méme on a

[ 1@~ atalide o 1) <o 50 )+
(o) - (o))
) ()

Ce qui montre que

Ll(f,g):2[1—2¢(y2;u)} (2.9)

D’autre part on peut aussi exprimer L; comme

Ll(f,g)=\/21—7m/]R eXp<—(x2;5)2>—eXP(—(x2;;)2)‘dw
1 /exp<_(w—V)2—2(M—V)(x—V)+(M—V)2)_exp<_(w—V)2>‘dx
R

- V2o 202 202
1 2(p—v)(@—v)— (u—v)* (x —v)?
=— —1 S 2 P
5o /R exp ( 572 exp 572 x
W — )Y =) — (1 — v)?
oy (Y D)= o)
g
—v)Z —v)?
_E eXp<(u . )Z (u202) > _1‘
(1 —v)?
exp ( 20_2 5
ot Y ~ N(v,02) et Z ~ N(0,1). Ce dernier résultat et 'équation (2.9) concluent la preuve. O

Proposition 2.1.4. Soient Y et Z deux processus gaussiens définis respectivement par les équations
(2.3), (2.4). En conformité avec les notations qui précédent, on a

Ll(Y,Z) 2(12¢<§>), (2.10)

2 _ [ (u(t) —v(1)?
D? = /1 T

ot

En particulier, Lq (Y, Z) = 0O(D).

Démonstration. Grace au lemme 2.1.1, on sait que les lois des processus Y et Z satisfont les relations :

Ly (dw) = exp (/I :2((?) dwy — %/I ZQ(t) dt)WU(dw)

L7 (dw) = exp (/I :2(8) dwy — %/1 Zz(t) dt)WU(dw)
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Donc, en particulier, la loi de Y admet une densité par rapport & la loi de Z donnée par la formule :

_ W) —v®) ., L[ (p) —v(®)? N
—exp ( /1 (e = v()de) /1 0 dt), (2.11)
d’o,
Ll(Y,Z):/ y(w) — gz ‘W (dw)
= exp (/ ult (dwt —v(t)dt) — ;/Wdt) — 1|9z (W)W, (dw)
_Ep exp(/“ D (az, — v(t)dt) — ;/W@ —1‘
(t) —v(t 1 t) — v(t))?
= Ep| exp (/Wa(t)dBt — 2/Wdt) - 1‘;
Or, la variable aléatoire [, WdBt est de loi V(0, [, %dt% donc, grace & la proposition
2.1.3,on a
Ll(Y,Z) 172¢ \// dtﬂ
ce qui conclut la preuve. O

2.2 Distance A entre processus gaussiens

Grace aux résultats des paragraphes précédents (et en gardant les mémes notations) on peut finalement
donner une majoration de la quantité A(M, ). Il suffit en effet de combiner le théoréme 1.4.2, qui nous
dit que A(M, N) < Ly (M, N), avec la proposition 2.1.4, qui nous assure que Li(M,N) = 2(1 - 2¢( —

D

5 )), pour aboutir au résultat suivant :

Proposition 2.2.1. Sous les notations précédentes, on a

A(M,N) < 2(1 . 2¢< _ g))

2 _ [ () — (1)
D 7/1 2(0) dt

ol

et ¢ est la fonction de répartition de N(0,1).

L’intérét de la proposition précédente sera plus clair si on se place dans la situation suivante : soient
deux suites de modeles statistiques M, et N,, définis par :

My, = (C(I,R),C", (Pyn)per)

et
Nn (C(I R) CI ( Vn)uef)
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étant (Pr ) rer la loi du processus

dy\™ = f(t,n)dt + o(t,n)dB,.
De la proposition 2.2.1 on déduit alors le corollaire :
Corollaire 2.2.2. En conformité avec les notations qui précédent, si

. (.u(tv TL) — V(t7 n))Q _
nhHH;O ; o2t n) dt =0, (2.12)

alors

lim A(M,,N,) =0.

n—oo

Démonstration. La démonstration découle immédiatement du théoréme 1.4.2 et du fait que Ly (M, N,) =
O(D) avec D = \/fI (ultm)—v(tm))? gy O

o?(t,n)

Ezemple 2.2.3. Soit F = Lo(I) et considérons
iop(tn)(z) = pt)(z) = ZZCJ'(:LL)BMI
Jje

i ()@= Y cplu)eds

j=-n
avec (cj(p))jez coefficients de Fourier de p.
Alors il est clair que la condition (2.12) est satisfaite. En effet il suffit d’utiliser le fait que, pour tout
n

J € Lo(D), lim [[f = Su(ll =00 Su(f)@) = 3 e(f)e.

j=-n



Deuxiéme partie

Etude de Particle de Brown et Low et

discussion des applications
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Chapitre 3

Introduction aux modéles

3.1 Modéle de régression non paramétrique & variance connue

On suppose avoir observé n couples de variables aléatoires (X,,;, Yn:), ¢ = 1,...,n indépendantes et
identiquement distribuées, liées par la relation suivante :

ou :

— les X1, ..., Xny sont les “design” du modéle, ou variables explicatives. Deux cas peuvent se pro-
duire : soit les v.a. X,,; sont déterministes, soit elles sont aléatoires. Dans le cas déterministe on
supposera que

Xpi = xp; = H Y(i/n), i=1,...,n; (3.2)
ou H : R — [0, 1] est une fonction de répartition strictement croissante. Dans le cas ot le design est
aléatoire on supposera que les X,,; sont indépendantes et de fonction de répartition commune H.

— Les €ni, e = 1,...,n représentent le “bruit”. Elles sont i.i.d. de loi normale centrée réduite.

— Les Y,,; sont les variables a expliquer.

— f est une fonction réelle inconnue dite fonction de régression.

— o est une fonction connue.

On peut alors construire une suite de modéles statistiques en définissant, pour tout n, le modéle statistique

Py = R",BR"), (Py f)ser) (3-3)

ol F est une classe fonctionnelle fixée a I’avance qui contient la fonction de régression f et Pf;’ 7 est laloi
du vecteur (Y, 1,...,Ynn).

3.2 DModéle de signal avec bruit blanc

Soit I C R un intervalle, éventuellement infini, et supposons, sans perte de généralité, que 0 € I. On
suppose avoir observé, pour tout n € N, un processus gaussien Z(") = (Zt(”),t € I) (pour la définition et
les propriétés d’un processus gaussien voir I’Annexe B) qui satisfait I’équation

dz{™ = f(t)dt + A(\/QdBt. (3.4)

27
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o B = (B; :t € I) est un mouvement brownien standard, f : I — R est une fonction inconnue qui
appartient & un certain espace fonctionnel F fixé a 'avance, et A : I — R est une fonction connue. Cela
nous permet de définir une suite de modéles statistiques :

PnZ:(C(IﬂR)vclv(PnZ,f)fG}') (3'5)

avec C(I,R) est espace des fonctions continues de I dans R, C’ est la sigma-algébre de Borel de C(I,R)
et P,nz,f est la distribution du processus Z(™ qu’on vient de définir.

Remarque 3.2.1. A priori, ’espace des observations devrait étre I’ensemble des toutes les possibles fonc-
tions de I dans R, mais, comme l'intégrale de Wiener est continue, on considérera plutot C(I,R).

3.3 Lien entre le modéle de régression non-paramétrique et le
bruit blanc

Dans le chapitre 4 on donnera une démonstration rigoureuse de I’équivalence asymptotique entre les
modeles statistiques (3.3) et (3.5). Avant de faire cela, on voudrait ici montrer, d’une fagon heuristique, que
le modéle de bruit blanc est “proche” du modéle de régression. Juste pour faciliter l'intuition, modifions
un peu le modéle (3.5), et supposons avoir observé un processus Y qui satisfait I’équation stochastique

dY, = f(t)dt +edB,, te€[0,1]; (3.6)

ot 0<e<l, f:[0,1] >Ret B=(B;:t€][0,1]) est le mouvement brownien sur [0, 1]. Discrétisons
(3.6) de la fagon suivante :

1. intégrons le processus Y sur [t,t + A, A >0 :

t+A
w _ % / F(s)ds + < (B(t+A) = B(1).

2. Définissons Vit+ A)—Y(t
()= TEEAIZYO ey m S ey a) - BU).

Pour tout ¢ € [0, 1], par définition du mouvement brownien, la variable aléatoire £(t) est gaussienne
de moyenne zéro et variance donnée par :

82

E(*(t) = GEIBE+A) - B(1)’] =

B[ %

3. Posons € = 1/y/n et A =1/n de fagon a ce que, pour tout t, £(t) ~ N(0,1) et

) = £+ + 5 Tf(s)ds - 1)

+
Pour n grand et f suffisamment réguliére, la quantité & [ f(s)ds — f(t) est trés petite, donc
t

y(t) = f(t) +£(1).
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4. En particulier, pour Y; = y(i/n) et & = £(i/n), nous obtenons

qui est le modéle de régression non paramétrique a design déterministe et avec les bruits i.i.d. de
loi normale centrée réduite.

De plus, remarquons qu’a partir de I’observation d’un processus Y dans le modéle de bruit blanc (donc
qui satisfait ’équation (3.6)) le statisticien a accés a une suite d’observations gaussiennes de la forme :

yjzej—&—sfj, ]:1,2,, (37)

ot les variables aléatoires &;, j = 1,2,.. ., sont i.i.d. de loi normale réduite centrée. En effet, si on considére
une base orthonormale dans L0, 1], {¢;}72,, alors, en utilisant (3.6) on aboutit & :

1 1 1
/O 6, (t)dY; = /O F(O)b (1)t + & /0 6,(1)dB.
Posons L L
6, ::/0 FO;0dt, & = /O 6,()dBy, j=1,2,...
Alors, si on définit y; par :
1
Yj ::/0 qu(t)dyvta j:1727"'7

on aboutit au modéle (3.7).
En effet, comme les fonctions ¢; sont orthonormales dans L2[0, 1], les variables &; sont i.i.d. de loi

N(0,1).

3.4 Exemples des espaces des parameétres

En conformité avec les notations qui précédent, ’espace des parameétres F des modéles (3.3) et (3.5)
représente l’ensemble de tous les choix possibles permis pour la fonction inconnue f & estimer. Des
exemples de tels espaces, qui nous intéressent par la suite, sont les suivants.

Ezemple 3.4.1. La classe F est donnée en termes d’une condition de Lipschitz :
Sia>1

=Y £y ()
}1(51)9 = {f: ‘f(x—FA) — f(z) - Z / z‘!(x)Az

=1

< BIA[et sup|f(x)| < B},
xel

si0<a<l,
Foh={r:1f@+2) - f@| < Bla)*
ou f est une fonction [a] — 1-fois dérivable, z, © + A appartiennent a I.
Ezemple 3.4.2. La classe F est donnée en termes d’une condition de Sobolev :
Fo = {f : / (f(a)(t)>2dt <B et sup|f(z)|]<B, ac N}
B - zel -

ot (@ indique la a-iéme dérivée de f qu’on suppose exister, on suppose aussi que f(®~1) est absolument
continue.
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Chapitre 4

Equivalence asymptotique entre le
modeéle de régression non paramétrique
et le bruit blanc

Le but de ce chapitre est de montrer d’une facon rigoureuse ’équivalence asymptotique entre le
modele (3.3) de régression non paramétrique a variance connue et le modéle (3.5) de signal avec bruit
blanc. L’intérét d’une telle équivalence sera précisé dans le chapitre suivant. On étudie d’abord le cas des
design déterministes et ensuite aléatoires dans le modéle de régression non-paramétrique.

4.1 Cas déterministe : hypothéses et discussion

Soit I = [, 8], —00 < a < < 0.
— On suppose que o2(-) > 0 est une fonction absolument continue sur I pour laquelle il existe une
constante C; < oo telle que

d
‘dtlno(t)‘ <y, tel (4.1)
— On suppose qu’il existe une constante B < oo telle que
sup{|f(¢)|: f€ F} =B (4.2)
tel
— Soit H une fonction absolument continu sur I tel que
H'(t)=h(t) >0  p.p.surl (4.3)
— Soient x,; comme définis dans (3.2). Définissons une fonction en escalier de la fagon suivante :

- . f(xnz) si gi—l §t<§i, 7= 1,...,’/1;
0= { flonn) st 1= (4.4

o & = H™Y( %) (on a aboli la dépendance en n par soucis de simplification). On suppose que

5 )
lim sup n / (F(t) — F(1)2h(t)dt = 0. (4.5)

n—oo fe]:
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Remarque 4.1.1. La condition donnée par 1’équation (4.5) est une condition sur la régularité de f. En
particulier, elle est satisfaite dans le cas ou f appartient & un des espaces de paramétres présentés dans
les exemples 3.4.1 et 3.4.2 avec o > %

En effet, vérifions que si on choisit F = .7-'833 (défini dans 'exemple 3.4.1), avec a > %, alors la
condition donnée par I’équation (4.5) est satisfaite :

Par soucis de simplicité, supposons que I = [0,1], que H est la fonction de répartition d’une loi

uniforme sur [0,1] et que o(-) = 1. Soit =1 < ¢ < L. Par définition de f,,(¢) et de .7-'0(}’33,
[f(t) = fa(®)] = | (t) = f(i/m)| < Blt — 1/n|".

Donc

7 |12
tf—’ dt
n

! 3 2 N g
n [ - fora<asy [

< n?B? / "2y
0

n2B2 /1\2a+1

T 2a+1 (ﬁ)

et cette derniére quantité converge vers zéro quand n tend & l'infini, vu que, par hypothése, 2a + 1 > 2.
Donc la condition (4.5) est bien satisfaite.

4.1.1 Equivalence asymptotique

Théoréme 4.1.2. Sous les hypothéses (4.1)-(4.5), le modéle de régression non paramétrique a design
déterministes PY introduit dans le chapitre 3 (modéle (3.1)) et défini par l’équation :

P%,/ : Yo = f(zm') + G(xni)eni (46)

est asymptotiquement équivalent au modéle de signal avec bruit blanc PZ introduit dans le chapitre 3
(modéle (3.5)) et défini par l’équation :
A(t)

PZ . dz™ = f(t)dt + %dBt (4.7)

avec \2(t) = %.

Démonstration. Soit Z(") = (Zt(") :t € I) un processus gaussien qui satisfait I’équation stochastique :

5 ; A(t)
dz™ = f,(t)dt + ~dB. (4.8)
Exactement comme on a déja fait pour la construction du modeéle (3.5), et avec les mémes notations,
définissons le modéle statistique qui lui est associé de la maniére suivante :

PZ = (C(I,R),C!, (PZ,)ser),

ol ng est la distribution du processus Z(™.
La démonstration se déroule en quatre étapes.
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—~ ETAPE 1 : Montrer que lim A(Pf,?f) =0.
n—oo
Grace au théoréeme 1.4.2, vu que les espaces des observations sont les mémes pour les deux modéles,
il suffit de montrer que

lim L;(z™,ZM™) =o0.

n—oo

Or, grace a 'hypothése (4.2) et au fait que la fonction o2(-) est absolument continue sur I et

toujours positive, I’hypothése f 7 ds < oo est satisfaite. On peut alors appliquer la proposition

a(s
2.1.4 pour aboutir &

Li(z™,z™) =0(D)

Bn t T,t Bn t)— ntzht

Donc D? < H[la}é] 02 fﬂ — falt )) ( )dt qui tend vers zéro quand n tend vers 'infini grace
te

a Phypothése (4.5), d’oil la convergence vers zéro en distance L; des processus Z(™), Z(") D’on
I’ETAPE 1 est démontrée.

Avant de démontrer 'ETAPE 2 introduisons une suite de variables aléatoires définies de la facon

suivante
2 & qzm
K2= "9 (xm) et S =K, L (4.9)
! ! LA
fz 1 )\2(t Si-1
et notons par P2 le modéle statistique associé aux (SZ‘(n))lgign défini comme :
Py = R",BR"), (P} ;) rer), (4.10)
avec P, la loi du vecteur (st sy,
~ ETAPE 2 : Montrer que A(PZ PS) -0
Cela découle immeédiatement du lemme 1.1.8, car, pour tout n, {S(n) c 4 =1,...,n} est une

statistique exhaustive pour Z(™.
Pour voir qu’il s’agit bien d’une statistique exhaustive, il suffit de considérer la statistique S :
(C(I,R),CT) — (R", B(R™)) ainsi définie :

Yw € C(ILR)  S(w) = (Si(w),...,S(w)),

avec S;(w) = K; fgl . A2(t) Or, grace a la proposition 2.1.1,

dp, nZ,f _ f (s) (s)
7dW)\/\/ﬁ (w) = exp (n N(s) dws ) )

S dw, d
oo n S /_ ot [ )

:exp( Zf Zni) Z /Ajfs))

ce qui conclut PETAPE 2 en utilisant le théoréme de factorisation 1.1.2.
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—~ ETAPE 3 : Montrer que lim A(Pf,’P};) =0.

n—oo
L’idée pour démontrer cela est de remarquer que les variables aléatoires Si("), t = 1...n, sont
indépendantes et donc d’utiliser la propriété (1.4.6) pour montrer que lim,, H(Pif, P};f) =0
et conclure grace a la propriété (1.12). Voyons tout cela en détails.
Montrons d’abord que les variables SZ-("), i = 1...n, sont indépendantes. Pour cela il est utile de
remarquer que, grace aux propriétés de 'intégrale de Wiener (voir Annexe A), que (SYL), e S&"))
est un vecteur gaussien. Pour montrer 'indépendance il suffit alors de montrer que, pour tout i # j,
E[ss™] —E[s™]E[s").

3
Notons que, grace au théoréme A.0.3,

2 ) -o-El L ]

et que, grace a la propriété donnée par I’équation (A.4),

i \/ﬁA(t) i1 \/ﬁ)\(t) B I (-1 80Nl -1.85) TL)\Z(t) -

car pour tous i # j, H[ﬁi—hﬁi)ﬂ[ﬁj—l,ﬁj) =0.
Donc, d’un coté,

i ) &i & ) &
E{S§7L)S](7z)] ]E|:<K1 f(a:m)dtJrKi dB; >(Kj/ f(mn])dt+Kj dB; ﬂ

§im1 A%(t) §im1 V() &i-1 A2(t) &i-1 VA(t)
_ s f(Tni) & f(zn;)
[ S S

et de l'autre coté, toujours grace au théoréme A.0.3 on a :

&i &5
Mple™] _ f@ni) o0 o [ f(@ny)
E[s("]E][s] }K/E e | S

d’ou,
E[s"s™] —E[s]E[s™] Vi

On a donc montré que les variables (Si(n))1<i<n sont, indépendantes et de loi N(E [Si(n)} ,V [Sl(")D

avec

2 &
m] _ K a5,
v[s] ==, / e~ 0 )

ol [ e

st [ K

7]

= f(xm-){
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ol &_1 < &, < &;. Notons que lexistence de &,; est garantie par I'argument suivant :
par définition des (&;); on a ffil h(t)dt =1,

Soh) 1S 11
/g =IO a?(s)n‘/“h“)[o%) 2@ %

et

&i &
/ | b in [a%a) - 021<s>}‘” < 10—

&i 1 1
<[ e — |t
< [ 1m0, e [ - o)

Or, comme la premiére quantité est négative et la derniére est positive il doit exister un point &,;

dans [§;_1,&;], qui annule la fonction continue fg_il h(t) [U%(t) P )] dt, c’est-a-dire, fg i UZ(tt)) dt =

1
o? (EM)” ’
Remarquons aussi, que grace a ’hypothése (4.1) on a

ceci nous ameéne & la relation

]E(SZ-(”)) = f(@n) 1+ O(& — &i-1),

uniformément en f € F, i et n. En effet, en faisant un développement limité au deuxiéme ordre de
J({ni)

o’(gni) ’

on obtient

U(x’m) _ U(gm)
U(Ern) =1 * U(Eni)

et, en utilisant I’hypothése (4.1), on aboutit &

(xni - Enz) + O(|xnz - gni|2>7

< 1 + Cl|xnz gnz| + O(|xnz - gnz|2)
=14+0(&§ —&i-1)-

Montrons finalement que lim H? (P P ) =0.

n—oo nf7

Pour cela on peut utiliser les propriétés 1.4.6 et 1.4.5 vu que <xm, Ym> est une suite de va-
1<i<n

riables aléatoires indépendantes de loi N'(f(zn:), 02 (2n:)) et (S(n)) est une suite de variables
1<i<n

aléatoires indépendantes de loi N(f(zni)(1 + O(& — &i—1)),0%(zni)). Si on note par E(Si(")) et

L(Yy;) les lois, respectivement, de la variable aléatoire Sz( "™ et celle de Y,i, on trouve

H2(PS,,PY,) =2 [1 _f[l [1 _H? (E(Si(n;), C(Ym))”

AT en(eme )]

(i (2ni)( fi_l)z).
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Pour controdler la quantité H? (E(Si(")), L(Y,:)) on utilise la propriété 1.4.5,

H2(L(S™), £(Yni)) = 2{1 _ <202(fcm-)>5exp ( (f(2n) (L4 O(& — &_1)) — f(xm))zﬂ

202(xy;) 80%(Zni)

= 2[1 = exp(f2(2ni) O — &-1)")]

et, grace aux hypotheses (4.2), (4.3)

O(zn:fz(xm)(fz—gz 1 )<B2Z —&i-1) ( sup (& — &i- 1))

1<i<n

= B2(5 - a>0(1i‘£n (1 () -1 ()

1 1
< B*(B - S PR
< BB a>0(n> min H'(t)
t€la,f]
=o(1) uniformément pourf € F,

ce qui montre, en utilisant la propriété 1.12 et le théoréme 1.4.2, que lim,, o A(P,f ,PY ) =0

— ETAPE 4 : Conclusion.

Il faut montrer que lim A(Pf ,PY ) = 0. Cela découle immédiatement des étapes précédentes et
n—oo

de l'inégalité triangulaire satisfaite par A (voir proposition 1.4.1).
O

Remarque 4.1.3. Les hypothéses (4.1)-(4.2) peuvent étre améliorées. On les a posées pour pouvoir montrer
que H2(P3L/f,PS ) = O(1). Cependant, si par exemple on travaille avec une fonction o constante, les
v.a. Si( ont une moyenne donnée par f(z,;) et donc, dans ce cas, la distance d’Hellinger H? (Pn o P” f)
est exactement zéro, sans avoir besoin des hypothéses (4.1)-(4.2). L’hypothése (4.5) a été introduite pour
pouvoir définir les points &, i = 1,...,n et Phypothése (4.5) sert a conclure que la distance L, (Z™, Z("))
converge vers 0 (voir la proposition 2.1.4).

4.2 Cas de design aléatoires

Des résultats analogues a ceux de la section précédente peuvent étre obtenus méme dans le cas ou les
design du modéle de régression non-paramétrique sont aléatoires. On rappelle que le modéle de régression
considéré est le suivant :

Yni = f(an) + U(Xni)gnia ’L = 1, ey, (411)

ol :
— les X,1,. .., Xnn sont indépendantes et de fonction de répartition commune H, avec H : R — [0, 1]
fonction de répartition strictement croissante.
— (€ni)1<i<n sont des v.a. i.i.d. de loi normale centrée réduite.
— o est une fonction connue.
— f est une fonction inconnue appartenant & une certaine classe fonctionnelle F.
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Le modéle statistique associé a (4.11) est

pYX — (R”,B(R”), (P,{f) (4.12)

fef)'
On verra que le modéle de régression non-paramétrique (4.12), qu’on a noté par P™X (pour souligner
la dépendance par rapport & la partie aléatoire) est asymptotiquement équivalent & un modéle de signal
avec bruit blanc dont le drift dépend des observations aléatoires (X,,;) ainsi que du paramétre inconnu f.

Pour pouvoir décrire un tel modeéle de bruit blanc, qu’on supposera défini sur Uintervalle I = [«, ]
avec —o0 < a < 3 < 00, on aura besoin d’introduire certaines notations.

Notons par z(j), ..., %) les valeurs ordonnées par ordre croissant des observations Xy1,..., X, et
posons z () = « et T(,41) = B. Pour tous z(;_1) <t <y, i =1,...,n+ 1, posons
~ 1—1 t— x(i_l)
H,(t) = + . 4.13
0= 1 ¥ Ve —men) (413
Définissons & = H;, ' (i/n) et définissons f,, par 'équation
3 fxni si gi71§t<£ia Z:177n7
Fulty = { ALona) 5 & S
f(@nn) si t=p;
Notons avec h,,(t) la dérivée a gauche de H, au temps t et posons A2 (t) = gyz(?.
Définissons finalement une suite de processus gaussiens qui satisfont ’équation stochastique :
n r3 5\n t
dz{"™®) = f.(t)dt + ( )dBt (4.14)

vn

ot on a indexé par X pour souligner le fait que la distribution du processus Z(™X) = (Zt(n’X),t el
dépend des observations aléatoires (X,;); via les fonctions A, et f,.
Cela nous permet d’introduire un nouveau modéle statistique :

PEX) - (C(I,R),cﬂ (Pn% f) (4.15)

jer)

avec C(I,R) Iespace des fonctions continues de I dans R, C! la sigma-algébre de Borel de C(I,R) et Pf}

(n,X)

la distribution du processus Z qu’on vient de définir.

4.2.1 Hypothéses et discussions

Soit I = [, ], —c0o < a < B < 0.
— On suppose que o2(-) > 0 est une fonction absolument continue sur I pour laquelle il existe une
constante C < oo telle que

d
’dtlna(t)‘ < (y, tel (4.16)
— On suppose qu’il existe une constante B < oo telle que
sup{|f(t)|:tel,fe F}=B (4.17)

— On suppose que h,, soit une dérivée & gauche de H,, définie par Péquation (4.13).
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— Finalement on suppose que

nh—>120 Prob{ ?elgn/j(f(t) - fn(t»Z(ZZEg)dt} = 0. (4.18)

Remarque 4.2.1. L’hypothése (4.18) n’est pas, dans la pratique, particuliérement plus difficile & vérifier
que ’hypothése (4.5). Par exemple, si on pose I = [0,1], H fonction de répartition d’une loi uniforme
sur [0,1], o(t) = 1 et on considére I'espace fonctionnel défini dans Pexemple 3.4.1 avec a > 3, alors la
condition (4.18) est satisfaite. En effet :

et on a

4.2.2 Equivalence asymptotique

Théoréme 4.2.2. Sous les hypothéses (4.16)-(4.18), le modéle de régression non paramétrique a design

aléatoires P précédemment introduit (modéle (4.12)) et défini par I’équation :
PYX) 0 V= f(Xn) + 0(Xpi)eni, i=1....n (4.19)

est asymptotiquement équivalent au modéle de signal avec bruit blanc (modéle (4.15) ) défini par l’équation :

avec la relation N2 (t) =

Démonstration. La preuve se déroule en quatre étapes et elle suit exactement le méme schéma que la
preuve du théoréme 4.1.2. On commence donc par définir une suite de processus gaussiens :

An(t)
N

dz™% = f,(t)dt + dB,

X)

et on note par P,(LZ’ la suite de modéles statistiques qui lui est associée :

PI2Y = (e R).¢h PN - f e F),

ol Pfjp’x) est la loi du processus Z("X) = (Z~£") ctel).
~ ETAPE 1 : Grace a 'hypothése (4.18), Ly(PZ, P,?X) converge vers 0 en probabilité et donc le
A-écart, entre les deux suites de modéles stochastiques, grace au théoréme 1.4.2; converge vers zéro
en probabilité.
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— ETAPE 2 : Comme dans le cas déterministe on définit :

= e S§TV=K : ‘th(n). (4.21)
Je!, dt/(AL(1)) gL A2(1)

9 no?(Xni)

i

et on note par ’P,(LS’X) le modéle statistique associé aux (Si(n’X)> oy :
1<i<n
(5. = (R*, R, (P50
Pn — (R 7B(R )7(P7L7f )fE.F)’

ou PT(%SJ;X) est la loi du vecteur (SYL), ey ST(L")) Grace au lemme 1.1.8 A( f,Z’X),”PT(LS’X)):O.

— ETAPE 3 : Avec les mémes arguments que ceux utilisés dans ’ETAPE 3 de la preuve du théoréme
4.1.2 on montre que les variables Si("’X), i=1,...,n, sont indépendantes de loi N(E [Si("’x)} vV {S?XD
avec

V[si ] = Elo*(X)]
E[SZ»("’X)} = E[f(Xm)(l +0(& - 51—1))}
oll &_1 < &, < €. De la méme facon on trouve :

HQ(PflS’X)aPT(LY’X)) _ O(E{zn:fQ(Xnﬂ)(éz o éi—1)2:|)
=1

qui converge vers zéro lorsque n qui tend vers l'infini. Cela montre que lim,, o, A (PS’X, PZ’X) =0.

— ETAPE 4 On conclut en utilisant les étapes précédentes et le fait que le A-écart définit une
pseudo-métrique.
O
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Chapitre 5
Applications et généralisations

Etant donnée une expérience, on peut prendre une décision dont on mesure le risque. On peut définir
qu’une expérience est meilleure ou moins bonne qu’une autre du point de vue du risque. Prenons I’exemple
d’une classe dans laquelle les éléves seraient identifiés par leurs noms et prénoms. On aimerait pouvoir
les identifier par leurs seules initiales, ce qui représente une véritable économie en termes de stockage
de données. Cependant cela conduit a une perte d’information trop importante, puisque plusieurs éléves
peuvent avoir les mémes initiales. Cette expérience sera jugée moins bonne (plus restreinte) du point
de vue du risque. De maniére générale, une sous-expérience d’une expérience donnée est moins bonne
du point de vue du risque. Mais elle peut aussi étre équivalente. C’est le cas de la proposition 1.1.4.
L’expérience G est équivalente a 'expérience £ si a partir de G on peut reconstruire une expérience,
qui n’est pas £, mais qui aura le méme comportement que £ du point de vue des décisions et de leurs
risques (une formulation mathématique est donnée par la proposition 1.3.1). On peut parler d’exhaustivité
lorsque I’équivalence est vérifiée, qu’il n’y a aucune perte d’information (mathématiquement A(G, £) = 0).
Le Cam introduit aussi 'idée d’exhaustivité approchée, d’équivalence asymptotique, dont on peut avoir
Iintuition en regardant une photo et sa version compressée : I'image compressée ne représente que 10%
de loriginale en termes de place, de quantité d’information. Cependant, cette information est “suffisante”
puisque la photo compressée est tout a fait lisible et exploitable.

Le résultat de Le Cam sur I’équivalence entre expériences, ou modéles statistiques, a pour conséquences
directes ou indirectes le codage, la compression de données, la théorie de I'information, 1’estimation
fonctionnelle, la notion de parcimonie (& savoir que si on s’y prend bien, beaucoup de phénoménes peuvent
s’exprimer avec peu de paramétres), le bootstrap (rééchantillonage). Les statistiques en médecine, en
traitement du signal et de 'image, les logiciels de notation musicale en sont aussi des champs d’application
parmi d’autres.

5.1 Applications issues de I’équivalence asymptotique entre le
modéle de régression et celui du bruit blanc

Dans les paragraphes qui suivent on va focaliser notre attention sur des applications issues de 1’équi-
valence asymptotique entre le modéle de régression non-paramétrique et le modéle de signal avec bruit
blanc démontrée dans le chapitre 4.

41
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FIGURE 5.1 — Galaxie originale et galaxie compressée

Pour cela remarquons encore une fois que, grace a la proposition 1.3.1, si £, G sont deux modéles
statistiques asymptotiquement équivalents au sens de la définition 1.8, et dans la suite de modéles &™)
il existe une suite de régles de décision wln) telle que les risque associés R(E(”),wgn), L,, 9) convergent
vers la quantité p(6), pour toute suite de fonctions de perte L,, uniformément bornées, alors il existe une
suite de régles de décision 775”) dans le modeéle G(™ telle que les risques R(g("),ﬂgn), Ln,e) convergent

vers la méme quantité p(6), uniformément pour 6 dans ©.

Définition 5.1. On dira que la suite de régles de décision 71'%") définie dans le modele £ est asymp-

totiquement équivalente & la suite de régles de décision wgn) définie dans le modele G(™ si, pour toute
fonction de perte L, uniformément bornée, on a :

lim ’R(S(”)77r§")7 L, 9) - R(gW, i, Ln,e)‘ ~0.

n— oo

uniformément dans ’espace des paramétres ©.

Voyons maintenant comment traduire 1’équivalence asymptotique entre le modéle de régression et le
modele de bruit blanc démontrée dans le chapitre 4 (voir le théoréme 4.1.2) en termes d’équivalence
asymptotique entre suites de régles de décision.

On rappelle ici, briévement, le contexte.

D’un co6té on a le modéle de régression :

Y, = f(xm) + )\(xm) h(xm)ei (51)
auquel on associe le modéle statistique :

PY = (&, B®", (PY;) (5.2)

fef)’
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de 'autre coté, le modéle de bruit blanc :

dz™ = f(t)dt + A\(}L)dBt (5.3)

auquel on associe le modéle statistique :

PZ = (c(r),c’, (PZ)) (5.4)

fef)’

Le but est de transférer les informations disponibles sur les régles de décision d’un modéle a I'autre.

Pour fixer les idées, supposons donnée une suite d’espaces de décisions (D,,, Dy,).

De plus, supposons que nous disposons du modéle statistique (5.2) et d’une suite de régles de décision
(non randomisée) ﬂ&") qui lui est associé. On a donc une fonction W%n) :R™ — D,, qui associe & chaque
point de R™ (et donc a toutes les possibles réalisations du modéle de régression (5.1)) la “bonne” décision.

La question qu’on se pose est alors la suivante :

est-ce qu’a partir de la suite de régles de décision Wgn) associée au modéle de régression (5.2) on

. . N PR n
peut construire une suite de régles de décision 7r£ )

associée au modele de bruit blanc (5.3) qui lui est
asymptotiquement équivalente ?

De toute évidence on peut aussi se poser le probléme inverse, c’est-a-dire en supposant qu’on dispose
du modéle de bruit blanc (5.4) et d’une suite de régles de décision 775”) qui lui est associé. Supposons,
de plus, que dans ce cas la suite est randomisée : donc ce dont on dispose concrétement est un noyau
Markovien Wén) de (C(I,R),Cl) vers (D,,, D,). La question est alors toujours la méme :

est-ce qu’a partir de la suite de régles de décision (randomisée) wén) on peut construire une suite
de régles de décision (randomisée) 7T§n) dans le modeéle de régression (5.2) qui lui est asymptotiquement
équivalente ?

Le résultat suivant, corollaire du théoréme 4.1.2, répond exactement aux questions posées.

Corollaire 5.1.1. Soit {w%n)}n une suite de régles de décision définie dans le modéle de régression (5.2).
Définissons une suite de régles de décision {ﬂ'én)}n dans le modéle de bruit blanc (5.4) par la relation :

&i dw;

(W) == 1M (1 (W), (@) ot () = K

nh(zni) A (zns)
& dt
fsi—l A2(t)

Alors la suite de regles de décision {ﬂén)}n est asymptotiquement équivalente & {ﬂ%n)}n.

avec K2 = et w: I — R fonction continue.

Inversement, supposons connue une suite de régles de décision {ﬂén)}n dans le modéle de bruit blanc
(5.4). Alors {W%n)}n est une suite de régles de décisions randomisées dans le modéle de régression (5.2)
asymptotiquement équivalente a {ﬂ';n)}n, ot, pour tout A € D,,, on a défini

dzp
AZ(t)

B &
T (1, yn) A) ::E[wén)(Z("),A)‘Ki/ =yi=1...n (5.5)

1—1

avec Z") qui satisfait
= - A(t)
7, — A

ot f, est définie comme dans le chapitre 4 (voir (6.11)).
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Démonstration. La preuve du corollaire se déduit de celle du théoréme 4.1.2. Commencons par démontrer
la premiére affirmation. Comme dans ce cas la suite de régles de décision est non randomisée, on a que

RPY (" Ly, f) = ROPL 7" L, f)| =

[ mm wypltan - [ Ln<f,w§”><w>>P,ﬁf<dw>\=
Rn C(I,R)

/ La(f.m )P (dy) - /C oy Lm0 >,...,yn<w>>>Pff<dw>\.

Or, si on considére les variables aléatoires Sq,..., .S, ainsi définies :

&i Z
S; = K; Lg, i=1,...
ey A1)

|
3

et on note par

PJ = (R", B(R"™), (Psf)fe]-‘)

le modéle statistique qui lui est associé, et avec
P = (CLR).C'(PY)) e 5)

le modéle statistique associé au processus Z(™. On a

/nLn(f,wY”( )PY (dy) — /C(“R) Lo(£, 7" @1 (@), -, yn (@) PZ 1 (dw)

<

/ W7 ()P (dy) — / Ln<fm§"><y1<w>,...,yn<w>>>Pf,f<dw>\
C(IR)
\ R e A AT | Ln<f,w§”’<y1<w>,...,yn<w>>>Pf,f<dw>\
C(I,R) C(I,R)
=| [ matt st - [t w0 )
i (W) yn(w Z (dw) — n ,ﬂ'gn) 1(W)y ey yn(w 2 (dw
+‘/C(LR)LH<L ) (@) - (0))) P (o) /CU,R)L o (1 (@), - yn(@)))PZ 4 (d >\

< sup [Ln(f,2)||[La(PY, P) + Lu(PE PY)]
fe,;
z€E

< sup [L(f, )| [H(PS 1 PY ) + L (PZ, P,
J‘GDJ';1
S

ot on a utilisé dans le dernier passage le fait que la distance L; est majorée par la distance d’Hellinger
(propriété 1.4.3).

Or, grace 4 'ETAPE 1 de la preuve du théoréme 4.1.2, on sait que lim,, ., Li(PZ, 73,?):0 et, grace
a 'ETAPE 3 de la méme preuve, on sait que lim,,_, H(Pn a P ) = 0, ce qui nous fait conclure que

lim sup [R(PY, 7™, L, f) = R(PZ, 7" L., f)| =0.

n—oo fej:
Démontrons maintenant la deuxiéme affirmation. Remarquons tout d’abord que la suite de régles de
décisions ﬂgn) donnée par (5.5) est bien définie. En effet elle ne dépend pas du drift f, () du processus
Z™M) car, pour tout n, {Si(n) :i=1,...,n} est une statistique exhaustive pour Z).
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Ecrivons :

R(PY,w{", Lu, ) = R(PZ 75" L. f)| =

/n/ n(f, )" (y,dz) P, Y ¢(dy) — /IR / ™ (w, dZ)PZf(dw)‘ _
//D Ln(f,z)lE[ﬁgn)(z,dz)\Siyi,il...,n]P,{f(dy)/c(LR) /D Lo(f, 27l (w, dZ)sz(dw)‘

(5.6)

Grace a l'inégalité triangulaire, on peut majorer (5.6) par la somme de deux morceaux :

//Ln(f,z)]E[wg")(Z,dz)|Si:yi,i:1...,n}P§f(dy)—/c( )/ Ln(f,Z)ﬂén)(w,dz)Pff(dw)‘
" n I7R n

(5.7)
et
[ B 2] = i = 1l P
- [ [ LoREY s = is ,n]P,ifmy)j. (5.8)
Or, remarquons qu’on peut manipuler le premier morceau (5.7) de la maniére suivante :
/ / Ln(f,z) (n) (Z,dz) ‘S =y,i=1. f (dy) — / / (w dz)PZf(dw)’
" J Dy I R)
=| [ zutr 2R 2,020 - | / L(f, 2" (w0, dz) P (d)
C(I,R)
= ‘/ (w dz) PZf (dw) / / (w dz)PZf(dw)‘
C(I R) C(I,R)
< sup [Ln(f, z)\[LmPf,Pf)]
JeF,
z€E

Grace au théoréme 1.4.2, (5.7) est majoré par la distance L1 (P, P2) qui converge vers zéro, uniformément
dans l’espace des paramétres, comme c’est déja montré dans ’ETAPE 1 de la preuve du théoréme 4.1.2.
Pour conclure alors que les suites de régles de décision 7T§n) et Wén) sont asymptotiquement équivalentes,
il suffit de montrer que (5.8) converge vers zéro, uniformément dans l’espace des paramétres F.
Or, le théoréme 4.1.2 nous assure que (5.8) est majoré par la distance L;(PY,P5) qui est, & son tour
(grace a la propriété 1.4.3), majorée par la distance d’Hellinger H(P;ff, PY ) dont on sait déja qu’elle
converge uniformément vers zéro (voir 'ETAPE 3 de la preuve du théoréme 4 1.2). O

5.1.1 Estimation du drift & partir du modéle de régression

Considérons tout d’abord le modéle de régression non paramétrique défini dans le chapitre 3 :

ou la fonction de régression f est inconnue et appartient & une certaine classe fonctionnelle F.
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On suppose avoir construit, pour tout n, un estimateur de f, T}, qui nous satisfait. Le probléme qu’on
se pose est alors le suivant :
comment peut-on estimer le drift du modéle de signal avec bruit blanc :

dZ, = f(t)dt + )\\}gdBt, tel (5.10)
a partir des l'estimateurs (7)., de maniére & atteindre asymptotiquement le méme risque que celui
associé aux T,, 7
La réponse apparait implicitement dans le corollaire 5.1.1. En effet on peut voir une régle de décision
non randomisée tout simplement comme un estimateur de f. On propose alors comme estimateur du drift
f Destimateur F), ainsi défini :

Fo(w) == To(S"(w), ..., S (w))

ou les (Si(n))lgign sont définies comme :

no?(xn;) n S dwy .
K?:ﬁ Sl( )(w):KZ )\27(07 Z:1...,7’L,
Je %@ Si-1

et w:t— Zt(n) est une trajectoire du processus Z(™ = (Zp,t € I)

5.1.2 Estimation de la fonction de régression a partir du modéle de bruit
blanc

Malheureusement, estimer la fonction de régression a partir d’un estimateur du drift dans le modéle
de bruit blanc n’est pas aussi facile qu’estimer le drift & partir du modéle de régression.
Plus précisément, supposons que nous disposons d’une suite d’estimateurs F,, du drift du modéle de
bruit blanc : M)
t
dz™ = f(t)dt + ==2dB
t f( ) \/ﬁ t

et de n observations, Yi,...,Y,, issues du modéle de régression :

La question qu’on se pose est : comment trouver une suite d’estimateur (7,),, de la fonction de régression
f qui ait asymptotiquement le méme risque de la suite d’estimateurs (F},), ?

La réponse n’est plus claire. En effet, pour pouvoir utiliser le corollaire 5.1.1, on aurait besoin de
disposer d’une suite d’estimateurs (F},),, qui soient des noyaux Markoviens de (C(I,R),C’) vers un espace
des décisions fixé (D,,, D,,). De plus, méme si on dispose d’une telle suite d’estimateurs, il y a encore
d’autres difficultés. En effet, la construction donnée par le corollaire 5.1.1 nous améne & définir la suite
(T,), de la maniére suivante : pour tout A € D,,,

To((yis - yn), A) :]E{FH(Z(”),A)’IQ/& —yi=1...,n (5.12)
3

—1

avec Z(™ qui satisfait
dZ; = fu(t)dt + 7)\(25) dB
t n \/> ts
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ot f, est définie comme dans le chapitre 4 (voir (6.11)). Or, on voit bien que le calcul de 'espérance
conditionnelle peut étre difficile dans la pratique, ce qui rend pratiquement inaccessible ’expression
explicite des T;,, qui sont, en tout cas, des estimateurs “randomisés”.

Un cas ou il est possible d’améliorer la situation, c’est-a-dire d’obtenir des estimateurs classiques,
non-randomisés, est celui ot ’espace D,, des décisions est un sous-ensemble fermé et convexe d’un espace
séparable de Banach et toutes les fonctions de perte L, (f,:) sont convexes et ont une limite infinie a
I’infini :

lim L,(0,z) = oc.
llz]l—o0

Dans ce cas, en définissant une suite d’estimateurs 7, de la fonction de régression par :

T, ( = E|F.(Z™,d?)|K; Az i =1 1
(Yl Yn) = i ZE | Fp( ,d2) | K; () =y,i=1...,n|, (5.13)

grace & l'inégalité de Jensen, on obtient que la suite d’estimateurs définie par la relation (5.13), est (du
point de vue du risque) au moins aussi bonne que la suite d’estimateurs (5.12). En effet, si on note par
PY le modéle statistique associé au modeéle de régression (5.11), on a :

R(P:aTr/wanf) - R(P};,Tn,me)

_ &i Z(")
:/ Ln(f,T;L(y))P,{f(dy)—/ /D Ln(f,z)IE[Fn(Z(”),dzﬂKi/& C;zt) =yii=1,...,n]P) ;(dy)
> (n) &z , Y
:/ L, f,/ JE|F,(Z ,dz)’Ki/ S = yii=1Lon| | P (dy)
Dn Ei71 ( )

RTL
~ i dZt(n) ' v
— / Ln(f,z)E[Fn(Z("),dz)‘Ki/ 5 :yi,zzl,...,n]Pn,f(dy)
nJ Dy §i—1 A (t)

Or, linégalité de Jensen nous dit que pour toute variable aléatoire V' a valeurs dans un sous-ensemble
fermé et convexe d’un espace de Banach séparable, et fonction convexe ® définie sur cet espace et telle
que hm”a”ﬁoo <I’(a) =00, On a

B(E[V]) = @(/zdv#(z)) <E[®(V)] = /cp(z)v#(dz).
On pose ® = L,,(f,-) et V une variable aléatoire de loi image Vi (dz) = E[F,(Z™, dz)| K; ff—l 'g—fé:)) =

Yt =1,... ,n]. Alors grace a I'inégalité précédente on déduit que :

R(Py Ty, Ln, f) = R(Py

n

T, L, f) <0,

comme souhaité.

5.1.3 Risques minimax

Une autre propriété trés utile est lorsqu’on dispose des deux modéles qui sont asymptotiquement
équivalents, alors chaque risque asymptotiquement minimax (par rapport a des fonctions de perte bornées)
dans un modéle peut étre transféré dans ’autre modéle.

Afin de rendre complétement claire I'affirmation précédente, on introduit les définitions suivantes.
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Définition 5.2. Le risque minimazx associé au modéle statistique &, & la fonction de perte bornée L et
au paramétre f € F, est défini comme suit :

f fer

ou 'infimum est pris sur tous les possibles estimateurs f de f.

Définition 5.3. Un estimateur T est dit estimateur minimaz du parameétre f € F relatif au modéle
statistique £ et a la fonction de perte bornée L, si

sup R(E,T, L, f) = inf sup R(E, f, L, f).
JeF f fer
Définition 5.4. Une suite d’estimateurs (7)), est dite suite d’estimateurs asymptotiquement minimazx
du paramétre f € F relative a la suite des modéles statistiques £ et aux fonctions de perte bornée L,,,
si
lim | sup R(E(")7Tn,Ln, f) —inf sup R(S(”),fn,Ln, =0
n—oo fEF fn fEJ:
Dans la suite, soient £ et F(") deux suites de modeéles statistiques qui ont le méme espace des
parameétres F.

Lemme 5.1.2. Si £ et F") sont asymptotiquement équivalents, alors ils ont, asymptotiquement, le
méme risque minimax :

lim |inf sup R(E™, Ty, Ly, f) — inf sup R(F™, F,, L., f)| = 0;
n—oo | T, fer Fn fer

ou l'inf est pris, respectivement, sur tous les possibles estimateurs T,, de f dans le modéle &, et sur tous
les possibles estimateurs F,, de f dans le modéle F,.

Démonstration. Montrons tout d’abord que, pour tout € > 0 il existe ng tel que pour tout n > ng on a :

inf sup R(E™, Ty, Ly, f) — inf sup R(F™, F,, L, f) < e. (5.14)
Tn feF o per
Soit £ > 0 fixé. Clairement, il suffit de montrer qu'’il existe une suite (7,7),, tel que, pour tout n > ng on
a:
sup R(E™  T* L, f) —inf sup R(F™  F,, L,, f) <e.
feF Fn fer
Soit (F™in),, une suite d’estimateurs asymptotiquement minimax du paramétre f relative a la suite 7 (),
Alors, par définition,

lim |sup R(F"™, F™® L, f) — inf sup R(F™, F,, Ly, f)| = 0,
n—oo | feF Fn feF

donc il existe ny tel que, pour tout n > nq,

sup R(F™, F™2 L, f) — inf sup R(F™, F,,, Ly, f) <
fer Fn fer

N ™
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De plus, comme les suites de modéles £, F(" sont asymptotiquement équivalentes, grace a la
proposition 1.3.1, il existe une suite T,f d’estimateurs (potentiellement randomisés) associée a la suite
EM) et un ny tels que, pour tout n > ng,

sup R(EM™), T7, Ly, f) — sup R(F™, F™n L, f) < = (5.15)
fer feF 2
Si on pose ng = max(ni,nz2), 'inégalité (5.14) suit alors par inégalité triangulaire.
Pour démontrer ’autre inégalité on suit exactement le méme raisonnement. O

Proposition 5.1.3. Soient €™ et F) deux modéles asymptotiquement équivalents. Si (T},), est une
suite d’estimateurs asymptotiquement minimax du paramétre f relative a la suite de modéles statistiques
EM et (F,), est une suite d’estimateurs de f relative a la suite de modéles F™) asymptotiquement
équivalente & (Ty,)n, alors (Fy,), est une suite d’estimateurs asymptotiquement minimax du paramétre f.

Démonstration. Par 'inégalité triangulaire, la quantité

lim
n—oo

sup R(F™  F,, L, f) — inf sup R(F™, F*, L,,, f)’
feF Fy rer

est majorée par les deux quantités suivantes :

lim |sup R(F™, F,, Ly, f) — inf sup R(E™, T, L,,, f)‘ (5.16)
n—ooo| feF Ty feF
et
lim |inf sup R(EM™, T*, L,, f) — inf sup R(F™, F* L,, f)‘ (5.17)
n—oo | Ty e F Fr orer

Or, comme (F},), et (T,), sont asymptotiquementes équivalentes et la suite (T},), est asymptotique-
mente minimax pour la suite de modéles £, la quantité (5.16) est nulle. De méme, grace au lemme
5.1.2, la quantité (5.17) est nulle, ce qui montre bien que

lim

n— oo *

fer FrorerF

sup R(F™ F,, L,, f) — inf sup R(F™, F*, L,,, f)’ =0.

O

Corollaire 5.1.4. Soit (T,,), une suite d’estimateurs asymptotiquement minimaz de la fonction de ré-
gression f relative a la suite de modéles statistiques P définie par (5.2). Alors la suite d’estimateurs
(Fo)n du drift associée d la suite de modéles statistiques P>™) ((5.4)) ainsi construit :

& dw;
Fo(w) =Th(y1(w),...,yn(w)) o y(w)=K; (e Vi=1,...,n
i1 ( )
avec K2 = w et w: I — R fonction continue, est asymptotiquement minimax.
[ f&l dt
JEi_1 A2(t)

Démonstration. Grace a la proposition précédente, il suffit de démontrer que les suites (Ty,), et (Fy)n

sont asymptotiquement équivalentes. Pour cela, appliquons le corollaire 5.1.1 en posant wgn) =T, et en

. n
remarquant que, par construction, wé ) =

décision (™), et (7™),, s’écrit alors sous la forme

F,,. L’équivalence asymptotique entre les suites de régles de

lim |sup R(PY,T,, Ly, f) — sup R(PZ F,, Ly, f)| =0,
nooo | feF feF

ce qui conclut la preuve. O
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Comme on a déja souligné précédemment, associer & une suite d’estimateur minimax dans le modéle
de bruit blanc une suite d’estimateur dans le modéle de régression, est souvent difficile dans la pratique.

Cependant, si on connait un estimateur minimax dans le modeéle de bruit blanc, méme si on ne
peut pas lui associer directement un estimateur dans le modéle de régression, on peut transférer les
vitesses de convergence dans ce dernier modeéle (voir proposition 5.1.3). Une construction explicite d’un
tel estimateur, pour une certaine classe fonctionnelle F, sera ’objet du paragraphe suivant.

5.1.4 Estimateur de Pinsker
Considérons le modéle suivant de signal avec bruit blanc :
dZ(t) = f(t)dt + edB(t), t€]0,1], 0<e<l. (5.18)
avec f :[0,1] — R qui appartient & la classe de Sobolev W (3, L) ainsi définie :

W(E.L) = 1 € L01):6= {6} €03.Q). @=L

ol

— 05 = f, f(5)¢;(s)ds

— {¢;}52, est la base trigonométrique définie par :

j=1
p1(x) = 1

bor(z) = /2cos(2mkx)

borr1(z) = /2sin(27kz)

ouz€l0,1]etk=1,2,....
— OB, Q) est lellipsoide

0(5,Q) = {0 = {6} € 2(N): 3 a26% < Q}
j=1
avec
. 48 si 7 est pair,
4= { (—1)# sinon. (5.19)

Comme s’est montré dans le chapitre 3, la séquence suivante d’observations est & la disposition du
statisticien une fois qu’on se donne le modéle (5.18) :

1
Zj:/o ¢;(t)dZ(t) =0; + €55, j=1,2,...,

ot les & = fol ¢j(x)dB(x) sont variables aléatoires i.i.d. de loi commune normale centrée et réduite.
Définissons l’estimateur suivant de f :

fela) = Z@%‘%’(@ (5.20)

ou
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7 =(1—rK"a;)4 (5.21)

avec

* ﬂ 25/11 22i1
= (@wrneema) o (5.22)

Le nombre de termes non nuls N = max{j : [; > 0} dans la somme (5.20) est fini, de sorte qu’on peut

écrire N
fe(@) =) lrzi¢(x).
j=1

On peut facilement démontrer que N = N, converge vers 'infini quand ¢ tend vers zéro avec vitesse
c—2/(28+1)

Pour une interprétation graphique, en figure 5.2 on a superposé au graphe de la fonction f(z) =
3 sin(4rx) + & cos(4nx) — 1 sin(2mx) le graphe de estimateur de Pinsker qui lui est associé.

Supposons avoir observé une trajectoire w : t — Z; du processus Z défini par (5.18).

Théoréme 5.1.5. Soient 3 >0, L > 0. Alors

lim sup e FOE|f — fI2 = liminf sup e TART. — |2 =C",
e=0 rew(,L) e20 T rew(s,L)

ot inf T, désigne la borne inférieure sur tous les estimateurs, Ey indique l’esperance par rapport a la lot

de Uobservation w sous le modéle (5.18), || - ||2 est la norme Lo[0,1], et
C* =L (26 + 1) 2951 (L) i (5.23)
(3 +1) '
_[Q(Qﬁ + 1)] 2;31+1 ( 6 ) 2L§§1
B B+1
L2
avec QQ = 5.
Démonstration. Voir Pinsker (1980) [34]. O
Remarque 5.1.6. Le théoréme 5.1.5 entraine que Pestimateur (5.20) est asymptotiquement efficient dans
le sens que : }
E _ 2
hm Sup f”f&‘ - f||2 — 17
0rewpr)  RE

ol R} est le risque minimax défini comme

R::=inf sup Ey|T.— 3.
Te few(,L)

Considérons maintenant le modéle de régression non paramétrique donné par

ot les &; sont des variables aléatoires i.i.d de loi N'(0,0?), avec o2 > 0.

Si on pose € = o/+/n, grace au théoréme 4.1.2 on sait que les modeéles (5.18) et (5.24) sont asymp-
totiquement équivalents, donc (voir commentaires chapitre 1 et proposition 1.3.1) on peut énoncer le
théoréme suivant :
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0.5

stimatorePinsker (x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 5.2 - Superposition du graphe de la fonction f(z) = {sin(4rz) + 1
I’estimateur de Pinsker correspondant. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.

cos(4mz) — 5 sin(2mz) et de

En noir : la vraie fonction, en blue : I'estimateur de Pinsker.
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Théoréme 5.1.7. Il existe une estimateur f, de f dans le modele (5.24) tel que

lim  sup Ef(nz’é%ufn — f||§) = lim inf sup Ef(nz’g%HTn — f||§)
"0 feW (B,L) n=00 Tn few (8,L)

« =B
=C*og2p+1,

ot inf T, désigne la borne inférieure sur tous les estimateurs, Ey indique l’esperance par rapport a la loi
des observations (Y1 ...,Y,) sous le modéle (5.24), || - ||2 est la norme L2[0,1], 8 > 1, L > 0 et C* est
définie par (5.23).

Remarque 5.1.8. Une autre application de I’équivalence asymptotique entre les modéles (3.3), (3.5), par
exemple, est le fait de pouvoir transférer dans le modeéle de régression le résultat de Fan (1991) [16] sur
la vitesse de convergence des estimateurs de fonctionnelles quadratiques.

5.2 Un peu de littérature

L’idée d’approcher des expériences compliquées par une expérience plus simple remonte au papier de
Wald (1943) [39]. Dans les années 50, David Blackwell et Stein trouvérent des conditions nécessaires et
suffisantes pour que une expérience puisse étre considérée “meilleure” ou “plus instructive” par rapport a
une autre, en s’inspirant d’une papier non publié de Shapley et Sherman (1949). Aujourd’hui, ce résultat
est connu sous le nom de théoréme de Blackwell-Sherman-Stein.

En 1964 Le Cam, motivé par le théoréme de Blackwell-Sherman-Stein, introduit la notion de défi-
cience entre deux modéles statistiques. La déficience peut étre interprétée comme une tentative de rendre
quantitatif le théoréme de Blackwell-Sherman-Stein, c’est-a-dire de quantifier la “déficience” entre deux
expériences. Généralement, les articles de Le Cam ne sont pas aisés & manipuler, et son travail ne sera
appréhendé dans son ensemble qu’a partir des années 90. Une véritable avancée dans la théorie de I’équi-
valence asymptotique entre expériences est die aux résultats de Brown et Low (1996) [4] et Nussbaum
(1996) [33].

Le premier établit I’équivalence entre le modéle de régression non paramétrique et le modéle de signal
avec bruit blanc présentés dans le chapitre 3 (pour une preuve d’une telle équivalence voir le chapitre
4), le deuxiéme montre qu'un échantillon de taille n de variables aléatoires identiquement distribuées et
indépendantes de densité commune f sur [0,1], avec f appartenant & une certaine classe d’Holder, est
asymptotiquement équivalente & un modéle de bruit blanc avec drift f 3 et variance in‘l.

Or, le modéle de bruit blanc est bien étudié. On dispose de beaucoup de résultats sur I’estimation
minimax dans le cas gaussien, comme par exemple, les vitesses de convergence optimales (voir Donoho,
Johnstone, Kerkyacharian et Picard (1995)[15] et Tsybakov (1997) [38]).

En utilisant le résultat de Nussbaum, on peut facilement transférer tous ces résultats relatifs au modéle
de bruit blanc, dans le modéle de régression pour résoudre le probléme de 'estimation de la fonction de
régression.

Ces derniéres années, plusieurs développements ont été publiés.

Grama et Nussbaum (1998) [20] ont démontré une équivalence asymptotique pour modéles linéaires
généralisés qui a été étendu & une plus grande classe de fonctions dans Grama et Nussbaum (2002) [21],
Jéihnish et Nussbaum (2003) [23].

Plus précisément, le cadre dans lequel se pose l'article de Grama et Nussbaum (1998) est le suivant :
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On dispose d’un échantillon de n variables aléatoires indépendantes X; dont la loi appartient & une
famille exponentielle P de paramétres 6; = f(£) € © ou f : [0,1] — © est une fonction inconnue a
estimer, appartenant & une certaine classe fonctionnelle X.

Le résultat principal de Darticle est que, sous certaines hypothéses sur ¥, un tel modéle est asympto-

tiquement équivalent, au sens de Le Cam, & une expérience gaussienne en forme homoscedastique :

4y = D(f()dt + %th, te 0,1,
ou f € X, et I' est une fonction I' : © — R telle que IV (0) = \/I(0) ou I(#) est l'information de Fisher
dans la famille exponentielle P et avec W un mouvement brownien standard.

Dans le 2002, Brown, Cai, Low et Zhang [3] reprennent l’article de Brown et Low (1996) [4] en
généralisant au cas du design aléatoires et, surtout, en construisant d’une facon explicite les noyaux
Markoviens qui réalisent ’équivalence asymptotique.

Une autre généralisation de I’article de Brown et Low (1996) [4] est die & Carter (2007) [7]. Il montre
I’équivalence asymptotique entre un modéle de régression non paramétrique & variance inconnue et un
modéle de bruit blanc. Dans ce cas aussi, I’équivalence est démontrée en exhibant une construction
explicite qui permet d’obtenir un processus gaussien a partir du modéle de régression et vice versa.

Ils existent aussi des résultats d’équivalence asymptotique pour des modéles de diffusion. Le premier
résultat & cet effet est attribuable & Milstein et Nussbaum (1998) [31] qui ont démontré comment cer-
tains processus de diffusion peuvent étre approchés de leurs versions discrétes données par des modéles
d’autoregression.

Plus concrétement, ils considérent un modéle de diffusion & temps continu de la forme

dY (t) = f(Y(t))dt +edW (t) te[0,1] Y(0)=0, (5.25)

ot dW (t) est un bruit blanc, € un paramétre petit et f une fonction inconnue appartenant a une certain
classe fonctionnelle Y.

Dans ce cas, la discrétisation & considérer est suggérée par le schéma d’Euler pour la résolution
d’équations différentielles stochastiques et le modéle qu’on construit est le suivant :

Y =Yi+n T f(Yi) +en"26, i=1,...,n, Y1 =0 (5.26)

ot les ¢; sont variables aléatoires i.i.d normales réduites et Y; est une solution approchée de (5.25) définie
seulement aux points ¢;, i = 1,...,n d’une grille qui est une partition de [0, 1].

Le résultat principal du papier de Milstein et Nussbaum est que, sous certaines hypothéses sur la
classe fonctionnelle ¥, et si n = n. est tel que en. — oo quand € — 0, les modéles donnés par les relations
(5.25) et (8.6) sont asymptotiquement équivalents quand € — 0.

D’autres résultats qui concernent 1’équivalence asymptotique pour des modéles de diffusion peuvent
étre trouvés dans Genon-Catalot, Laredo et Nussbaum (2002) [17], Delattre et Hoffman (2002) [13],
Dalalyan et Reiss (2004) [11], Grama et Neumann (2006) [19] et Konakov, Mammen, Woerner (2012)
[25].

Les résultats sur ’équivalence asymptotique dans modéle multidimensionnel sont rares. On peut citer
le papier de Carter (2006) [6] (qui a montré I’équivalence asymptotique entre un probléme de régression
gaussienne bidimensionnelle et le probléme de 'estimation de densité), Reiss (2006)[35], Brown et Zhang
(1998) [5], Dalalyan et Reiss (2008) [12] et Klemeld et Tsybakov (2001) [24].
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Sont également rares les résultats d’équivalence asymptotique pour données dépendantes. Des exemples
récents dans cette direction sont donnés par Carter (2009) [8], Meister (2011) [30].

D’autres applications a la théorie de 1’équivalence asymptotique entre modéles statistiques sont dies
a Brown, Carter, Low, Zhang (2004) [3] qui ont montré I’équivalence asymptotique entre un processus de
Poisson avec intensité variable et bruit blanc avec drift, & Golubev, Nussbaum, Zhou (2009) [18] qui ont
établit une approximation discréte gaussienne au probléme de l'estimation de la densité spectrale d’une
processus stationnaire, & Dette, Nagel et Neumeyer (2004) [14] qui ont utilisé le résultat de Brown et Low
[4] pour enquéter sur la performance du bootstrap non paramétrique appliqué au modéle de régression
non paramétrique.
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Chapitre 6

Régression et modéles de signal
perturbé par un processus a sauts

L’objectif de ce chapitre est de généraliser le théoréme 4.1.2 du chapitre 4 sur ’équivalence asympto-
tique entre le modéle de signal avec bruit blanc et le modéle de régression. En particulier, on modifiera le
modeéle de bruit blanc en incluant des trajectoires discontinues et on démontrera, en ce qui concerne 1’es-
timation du drift, que ce dernier modéle est encore une fois équivalent au modéle de régression habituelle,
rencontré & plusieurs reprises au cours du mémoire.

Commencons par décrire ce contexte.

Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé fixé et (D,,,D,,) une suite d’espaces de décision fixée. Dans la
suite on notera toujours par X = (X; : ¢t € [0, 1]) un processus purement de saut (c’est-a-dire tel que sa
partie continue soit nulle presque strement) et B = (B; : t € [0, 1]) un mouvement brownien défini sur
Pespace (92,4, P). On supposera que X et B sont définis sur (€, A, P) et sont indépendants.

On notera (D, D) I’espace des fonctions de [0, 1] dans R continues & droite et qui admettent une limite
a gauche en chaque point (cadlag) muni de la topologie de Skorohod. (Voir [1]).

On considére une suite de processus stochastiques Z(") = (Zt(n) :t € [0,1]) définie par :

dz™ = f(t)dt + (i(f;)dBt +dX, (6.1)

ou f est une fonction inconnue appartenant & une certaine classe F.
On note par PZ le modéle statistique associé au processus AR

Pz = (D, D, (an) fef), (6.2)

ot Pf,, est la loi du processus Z(").

On se pose alors la question suivante : quel est un équivalent asymptotique discret, au sens de Le
Cam, de la suite de modéles statistiques (6.2) ?

L’objectif étant de construire une suite de modéles statistiques qui, asymptotiquement, apporte la
meéme information sur la fonction f que la suite (6.2), I'idée est que, d’un point du vue de 'inférence sur
f, les modeéles statistiques associés aux suites de processus :

a2 = jtyde + “Dap, 1 ax,

NG
39
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dZ™ = ft)dt + (:(fgdBt
sont équivalents (car toute 'information sur f est contenue dans la partie continue du processus Z (),
qui est justement donnée par le processus Z (”).)

Comme on sait déja que la suite de modéles de signal avec bruit blanc est asymptotiquement équiva-
lente & un modéle de régression, on s’attend alors & obtenir le méme résultat d’équivalence asymptotique
dans le cas d’un modele de signal discontinu donné par (6.1).

Pour pouvoir énoncer rigoureusement un tel résultat il faut étudier tout d’abord le comportement, en
termes de distance L;, de processus & sauts de la forme (6.1).

6.1 Distance L; entre processus a sauts
Lemme 6.1.1. Soit Z = (Z; : t € [0,1]) un processus stochastique défini par l’équation :
avec [ et o qui vérifient :
Y129
o 0%(s)

Soit & la loi du processus Y = (Y : t € [0,1]) défini par l’équation

ds < oo. (6.3)

dY;, = o(t)dB, + dX,.

Alors la mesure & domine la loi de Z et la densité est donnée par :

Qs ([ L),
e =on( [ gy [ age) (04

ot on écrit w = wC+w? pour indiquer la décomposition en partie continue et discontinue, respectivement,

d’une trajectoire cadlag.

Démonstration. Ecrivons :

dY, = f(t)dt + o(t) [dBt - @dt} +dx,,

o(t)

et définissons un nouveau processus sur (€2, 4), B = (B, t € [0,1]), de la maniére suivante :

S A O]
Be= B /oa<s>d

Grace a ’hypothése (6.3), le processus exp (fot

igs) dBs — 5 f )ds) est une martingale et donc, grace

0 o2(s)
au théoreme de Girsanov, le processus B; est un mouvement brownien sous P, ot P est une mesure de
probabilité sur (Q,.A) qui a comme densité par rapport a P la fonction donnée par :

dP 1) R0
dP A[o,l] (/ By 0 Uz(t)dt).

D’une part, on a :
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de lautre part :
dY; = f(t)dt + o (t)dB; + dX;,

avec B et B mouvements browniens respectivement sur (Q, 4, P) et (Q, A, P).
En particulier, comme X est indépendant de B, la loi de Z sous P est la méme que la loi de Y sous P.
Remarquons aussi que, par définition de Y, on peut écrire dB; = ZZ; Donc, pour toute fonction
F : D — R mesurable bornée, on a

/F(w).cz(dw) _ Ep[F(Z)] = E5[F(Y)] = Er [F(Y)dﬂ
Ve TRV D)
o[ s [ Ea)es

ce qui conclut la preuve. O

Proposition 6.1.2. Soit Y un processus stochastique défini par l’équation :

o(t
dYy = p(t)dt + \ﬁﬁ)dBt + dX;

et soit Z un processus stochastique défini par ’équation :

o(t
dZy = v(t)dt + \}T»L)dBt +dX,

avec [, v, o tels que :

/01 ngj;ds < 00, /01 ZZE:Z; ds < oo. (6.5)
o L, (Y, Z) (1 - 2¢< - g)) (6.6)

et ¢(x) = [*__ h(s)ds avec h densité d’une variable normale réduite.

En particulier, L (Y, Z) = 0O(D).

Démonstration. Grace a ’hypothése (6.5) et au lemme (6.1.1), il existe une mesure ¢ qui domine a la
fois la loi de Y et la loi de Z. Plus précisément, les densités respectives, gy et gz, sont données par les

or-on(o [ Has- [ 50e)
1 V(s n 1 1/2 S
set) = (n [ s [ 2as).

formules :
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En particulier, la loi de Y admet une densité par rapport a la loi de Z donnée par :
1 1,2 2
B u(s) —v(s) c_ﬂ/ w(s) — v*(s)
gy/z(w) = exp (n/o T dw? 5 ) T ds
1 1 2
p(s) — v(s) n/ (n(s) —v(s))
= — " (dwt — ds) — — ———— 2" ds .
exp (n/o 2(s) (dwé — v(s)ds) 5 /) 2(s) s
Finalement,

0(%.2) = [ fov () =~ gzfe(a)

:/O1 exp (n/OIW(dwf—u(t)dt)—g/ol Wdt) -1

exp (n/o1 M(tc)r;(tl)/(t)(de —v(t)dt) — ;L/Ol Wdt) - 1‘

1 1 2
pu(t) — v(t) n / (u(t) —v(t))
———=dB; — = 2 dt | —1].
o (v [ # am,  5 [H
Or, la variable aléatoire fol Wdﬂg suit la loi NV(0, fol %Wdt), donc, grace & la proposition

2.1.3, on a
bz =iy [ O )]

ce qui conclut la preuve. O

9z(w)€(dw)

:]EIP’

:]EP

6.2 Equivalence asymptotique

Comme on I’a annoncé, I’objectif de cette section est d’énoncer un résultat d’équivalence asymptotique
entre la suite de modéles statistiques de signal & trajectoires discontinues PZ définie par (6.2) et le modéle
de régression habituelle. Pour cela redonnons explicitement la définition du modéle de régression qu’on
va utiliser.

On notera P le modéle statistique de régression donné par :

P = (R”,B(R”),P{,f) (6.7)
ou PY ; est laloi du vecteur (Y,1,. .., Yyy) ainsi défini :
1 )
e () (e o
n n

ou :
— (€ni)1<i<n sont v.a. i.i.d. de loi normale centrée réduite;
— ¢ une fonction connue;
— f une fonction inconnue appartenant & la classe F.
De plus, supposons satisfaites les hypothéses suivantes :
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— 02(-) > 0 est une fonction connue absolument continue sur [0, 1] pour laquelle il existe une constante
C1 < ¢ telle que

d
— Il existe une constante B < oo telle que

sup {[f(t)]: f€ F} =B (6.10)
te[0,1]

— On définit une fonction en escalier de la fagon suivante :

F o) — f(i) si %St<%, i=1,...,m;
fu(t) = { f) siot=t (6.11)
— On suppose que
1
lim sup n/ (f(t) = fu(t))*dt = 0. (6.12)

On peut finalement énoncer le résultat suivant :

Théoréme 6.2.1. Sous les hypothéses (6.9)-(6.12), les modéles statistiques (6.2), (6.7) sont asymptoti-
quement équivalentes au sens de Le Cam.

Démonstration. La démonstration se déroule en suivant les lignes directrices de la preuve du théoréme
4.1.2. En analogie avec celle preuve 13, commencons par définir une suite de processus Z(™ = (Zt(") RS

[0,1]) qui satisfont les équations stochastiques :

—(n _ t
dZ™ = f.(t)dt + (i(m)dBt + dX;. (6.13)

Définissons ensuite le modéle statistique associé de la facon suivante :
P7=(D,DAP;: f €T} (6.14)

ol ng est la loi du processus Z(™,
Comme dans le cas de la preuve du théoréme 4.1.2, divisons la démonstrations en quatre étapes.
— ETAPE 1 : Montrer que lim A(PZ,PZ)=0.
Grace au théoréme 1.4.2, ég:;r)l?donné que les espaces des observations sont les mémes pour les deux
modeéles, il suffit de montrer que nh_)rr;o Li(Zz™, Z(M) = 0.

Or, grace a la proposition 6.1.2, on sait que
Li(2™, ) = O(D)

en étant D* = n [, (f(t) — fu(t))%dL.
Donc D? tend vers zéro quand n tend vers infini grace a ’hypothése (6.12), d’ou la convergence
vers zéro en distance L; des suites de processus Z(™, Z(™),

— Introduisons une suite de variables aléatoires définies de la fagon suivante

™ _ e " dZf _K; z‘/i dt . w  dB,
Si /7 o2(t) 1) ) 20 e Vae)

n
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Notons avec P2 le modéle statistique associé au vecteur aléatoire (Si(n))lgign défini comme :
s s
Pn = (Rn,B(Rn)’{Pn,f : f € ‘7:})7

en étant Py, la loi du vecteur (s, 8.
—~ ETAPE 2 :Montrer que A(Pg,?f) =0.

Cela découle immédiatement du lemme 1.1.8, puisque, pour tout n, {Sl(n) 4 =1,...,n} une
statistique exhaustive pour Z(.

Pour voir qu’il s’agit bien d’une statistique exhaustive, il suffit de considérer la statistique S :
(D,D) — (R™, B(R™)) ainsi définie :

Yw e D S(w) = (S1(w), ..., (w)),
avec S;(w) = K; fi_l i

=1 5%(6)
Or,grace au lemme 6.1.1, on peut écrire

oo Hjas -3 [ B

= exp <n§f<;> /ii1 Ud;(}f) - Z/Ul ﬁg;dt>

e (1305 13 () [ A,

ce qui conclut, grace au théoréme de factorisation 1.1.2.

— ETAPE 3 : Montrer que nlL%A(PS,P{) = 0.
On a déja fait le calcul dans le chapitre 4. En effet les modéles Pf et PY coincident respectivement
avec les modéles (4.10) et (4.6). On conclut alors en utilisant PETAPE 3 de la preuve du théoréme
4.1.2.

— ETAPE 4 : Montrer que lim A(P}[,Pf) =0.
Cela découle immédiatemenn?oées étapes précédentes et de l'inégalité triangulaire satisfaite par A
(voir proposition 1.4.1).

O

Remarquons que le théoréme précédent comprend le cas ou le modéle (6.2) est un modéle de signal
perturbé par un processus de Lévy. En effet, si on suppose que le processus X est somme de deux processus
de saut indépendants, X ) (qui représente les sauts de grande amplitude) et X 2 (qui représente les sauts
d’amplitude plus petite que 1) :

X, = x4+ x2),

ou
- Xt(l) = S xJ(ds, dz),
[0,¢] x]1,400]
- Xt(Z) =lm [ z[J(ds,dz) — sv(dz)],
#4010,4x]e,1]

— v est une mesure positive ne chargeant pas {0} et telle que [(1 A z?) < oo,
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— J est une mesure aléatoire de Poisson sur R* x R d’intensité p telle que p([0,¢] x B) = tv(B), définie
par :
J(D)=#{s:(s,X;— X,-)} VDeBR" xR),

alors, grace a la formule de décomposition de Lévy-Ito, le processus L(™) :

a(t)

LM = %dBt +dX, (6.15)
est un processus de Lévy de triplet inhomogéne (O, #, V) (pour plus des détails sur le processus de
Lévy a triplet inhomogeéne voir [10], partie IV).

Donc, si on note avec PL le modéle statistique associé au processus (6.15) :

PL = (D,u (P; f) (6.16)

fef) ’

comme corollaire immédiat du théoréme 6.2.1, on obtient le résultat qui suit.

Corollaire 6.2.2. Sous les hypothéses (6.9)-(6.12) les modéles statistiques (6.16) et (6.7), sont asymp-
totiquement équivalents au sens de Le Cam.

6.3 Applications

Au cours de la derniére décennie, les processus de Lévy et d’autres processus stochastiques & sauts,
sont devenus de plus en plus populaires.

Il existe plusieurs domaines d’applications; citons par exemple : le controle stochastique, les séries
temporelles & temps continu, les processus de Lévy fractionnels, I’études du risque dans les compagnies
d’assurance, la fiabilité, la théorie de la fragmentation, les équations différentielles stochastiques pertur-
bées par processus de Lévy et encore beaucoup d’autres (voir le livre de Kyprianou (2006) [26] et la
bibliographie ci-jointe). Cependant, le domaine dans lequel la plus grande utilisation en a été faite est la
finance mathématique. Les processus de Lévy sont entrés dans I’économétrie financiére en 1963 lorsque
Mandelbrot [29] proposa des processus de Lévy a-stable en tant que modéles pour le prix du coton,
mais c’est seulement au cours des derniéres années qu’ils ont été exploités pour leur flexibilité dans la
modélisation de la distribution des rendements du sous-jacent, & un horizon de temps donné.

Actuellement on sait que le modeéle de Black-Scholes [2], défini sous forme de rendement instantané

par
ds 2
= (u+ 5 )dt + oam, (6.17)
St 2
ou sous forme intégrée par
St = Soexp(ut + oWy),

est inconsistant du point de vue empirique. En effet, la modélisation des titres par un mouvement brownien
géométrique ne permet pas de rendre compte de différents problémes tels que la présence empirique des
discontinuités dans la trajectoire du prix, le phénomeéne du smile (ou skew de volatilité implicite) ou
encore le fait que les queues de la distribution empirique du log-prix sont lourdes. Une solution possible
consiste alors a introduire des sauts dans la dynamique du prix, en considérant a la place de I’équation

(6.17), 'équation suivante :

dSt 0'2
?t = (,U + ?>dt + odLy, (6.18)
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ou L = (L4, t € [0,1]) est un processus de Lévy.
D’une fagon encore plus générale, on peut modéliser le log-prix par équations de la forme

dZ, = f(t)dt + dL,, (6.19)

ol L est un processus de Lévy de triplet inhomogene (0, 02(-),v).

Le corollaire 6.2.2 nous aide alors & résoudre, au moins partiellement, le probléme de la calibration. En
effet, comme on spécifiera dans le paragraphe qui suit, si on suppose connue la fonction de volatilité o (-),
grace a ’équivalence asymptotique entre le modeéle statistique associé a (6.19) et le modéle de régression
habituelle, dés qu’on est capables de trouver un estimateur minimax dans le modéle de régression on est
également capables a fabriquer un estimateur minimax pour le drift f(-) de (6.19).

6.3.1 Estimation du drift & partir du modéle de régression

Supposons que nous disposons de n observations issues du modéle de régression non-paramétrique PY
défini par :

Y, = f(%) + a(%)g i= 1, n (e)1cicn iid A(0,1) (6.20)

ou la fonction de régression f est la seule inconnue et appartient a la classe fonctionnelle F.

De plus, supposons que nous connaissons une suite (7},),, d’estimateurs asymptotiquement minimax
du modele (6.20) pour la classe F donnée.

Comment exploiter la connaissance de la suite (T,), pour construire une suite (F),), d’estimateurs
asymptotiquement minimax (pour la méme classe fonctionnelle F) du modéle P7? défini par

vn
La réponse se situe dans le résultat suivant, corollaire du théoréme 6.2.1.

Corollaire 6.3.1. Soit (T,), une suite d’estimateurs asymptotiquement minimaz de la fonction de ré-
gression f du modéle (6.20), pour la classe F.
Soit F,, : (D, D) — R une suite de fonction ainsi définie : pour tout w fonction cadlig, w = w® + w?,

Fp(w) =Th(y1(w),...,yn(w)), i=1,...,n,

ot

naz(i) % dw€
K? ,771, iw:Ki/ wt, i=1,....n, w(t) =w(t)— w(s) —limw(r)).
s W) = K |, Za (t) = w(t) ;(() ime(r))

n

3

Alors (F,(Z))n, ot Z est une trajectoire du processus (6.21), est une suite d’estimateurs asymptotiquement
minimaz du drift dans la classe F qui est asymptotiquement équivalente a (T}, ).

Démonstration. Grace a la proposition 5.1.3 il suffit de démontrer que les suites (7)), et (F), sont
asymptotiquement équivalentes.
Comme d’habitude notons avec PZ le modéle statistique associé au processus
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et avec P2 celui associé aux variables aléatoires S;, i = 1,...,n, ainsi définies :

w o dZe
Si:Ki/ t, i:l,...,n.
iz1 02(t)

Il faut démontrer que, pour toute suite de fonctions de perte uniformément bornées, (Ly)n, Ly : Dp —

[0,00), on & :
lim ‘R(,PZanaLnaf)7R(,PfaFnaLn7f) =

n— oo
uniformément en f € F.
Pour cela écrivons la chaine suivante de définitions.

|R PY Tn’L’mf) (Pg,FTHLTLMfﬂ =
| [ Balh T PY () = [ L5 Pl PE )] =
[ L TP ) = [ Ll T v @) PE ()]

Or, pour pouvoir démontrer que cette derniére quantité tend vers zéro, utilisons la preuve du théoréme
6.2.1 et notamment le fait que lim L;(PZ,PZ) =0 et que lim H(P); P}, =0.
n—oo n—oo ’ ’

n?

Ecrivons :
[ )P - [ Ln<f,Tn<y1<w>7...,yn<w>>>Pf,f<dw>\
<| [ LT PL ) = [ £ T @) PE )
] [ L D)o @D PE () = [ L(F T (@) () Py (a)
_‘/n (f, T Y (dy) — 5 Ln(f Pnf(dy)‘

#] [ L T D) PEf(9) = [ L(FTuin (@) () Py (a)

< sup [Lo(f,2)| |L1(PY, P5) + Ly(PZ P7)]
fer
zeD"
< sup |La(f,2)|[H(PY;, PS ) + Li(PZ, P7)],
feF
zeD™
ot on a utilisé dans le dernier passage le fait que la distance L; est majorée par la distance d’Hellinger
(propriété 1.4.3). O

6.3.2 Estimation de la fonction de régression a partir du modéle de signal
perturbé par un processus a sauts

Le probléme de l’estimation de la fonction de régression est désormais classique et bien connu. Il n’est
donc pas pratique de passer par le modeéle de signal perturbé par un processus & sauts (qui n’est pas
encore trop étudié du point de vue statistique) pour parvenir & un estimateur minimax dans le modéle
de régression. Au moins au niveau théorique, on peut énoncer le résultat suivant, corollaire du théoréme
6.2.1.
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Corollaire 6.3.2. En conformité aux notations du paragraphe précédent, si (F,), est une suite d’esti-
mateurs randomisés asymptotiquement minimax dans le modéle a saut PZ, alors la suite d’estimateurs
randomisés (T,,), ainsi définie : pour tout A € D,

i % dZe .
Tn((ylaayn)7A) :E|:FTL(Z( )7A)|Ki[_1 0_2(;;) =Yt = 17"'an:|

est asymptotiquement minimaz dans le modéles de régression PY .

Démonstration. Grace a la proposition 5.1.3 il suffit de démontrer que les suites (T},)n, (F)n sont asymp-
totiquement équivalentes.

On suit alors exactement la méme preuve que celle de la deuxiéme partie du corollaire 5.1.1, a la seule
différence qu’ici il faut définir les variables aléatoires (5;)1<i<n de la maniére suivante :

S; = K; B d_f i=1 n
T (2 i1 0_2(t)7 - bR ] )

pour pouvoir utiliser 'ETAPE 3 du théoréme 6.2.1. O




Chapitre 7
Simulations

L’objectif de cette partie est de construire des estimateurs de la fonction de drift f dans le modéle de
signal perturbé par un processus & sauts :
dZy = f(t)dt + ﬂdBt +dX;. (7.1)
Vvn
Dans le chapitre 6 (voir théoréme 6.2.1) nous avons démontré que le modéle ci-dessus est équivalent, au
sens de Le Cam, au modéle de régression non-paramétrique :

Yizf(%)wLJ(%)si, i=1...,n, e1,.oen iid~N(0,1). (7.2)

Par conséquent, a partir de I’observation d’une trajectoire ¢ — Z; issue du modéle (7.1), on peut construire
un estimateur du drift f en fabriquant un estimateur de la fonction de régression f dans le modéle de
régression (7.2).
Plus précisément, on considérera, comme estimateurs de la fonction de régression, l'estimateur de
Nadaraya-Watson et I'estimateur par projection construit en prenant la base trigonométrique de L2[0, 1].
Pour des raisons de simplicité on supposera o(-) = o constant.

7.1 Estimateur de Nadaraya-Watson

On dispose d’un échantillon composé de n variables aléatoires indépendantes Y7i,...,Y,, issues du
modéle de régression non paramétrique & design déterministes donné, pour i = 1,...,n, par

i
Yi=f (*) + o¢;.
n
Une estimateur classique de la fonction inconnue f est I’estimateur non-paramétrique suivant, dit esti-
mateur de Nadaraya-Watson et noté NW. (Pour plus de détails voir [32]).

Tl est construit & partir d’une fonction noyau K (fonction intégrable, d’intégrale égale a 1) et d’une
fenétre h,,. Plus précisément, 'estimateur NW s’écrit sous la forme d’une moyenne pondérée des valeurs

(Y1, V) :
(;K<h_x> ’éo)

AW (@) = =1
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Dans les figures 7.1, 7.2, 7.3 on a tracé 'estimateur de Nadaraya-Watson relatif, respectivement, aux

fonctions :
fi(x) =sin (47r (:L‘ - ;))

Fala) = isin(élwx) + écos(47rx) _ %sin(%r:c),
o e~ (36=5))

en choisissant la fenétre h,, de fagon & minimiser le risque quadratique moyen.

1

T3

)

Remarquons que les fonctions ci-dessus proposées appartiennent a ’espace .7-'1(,21)0 introduit dans le
paragraphe 3.4 et donc, en particulier, ils satisfont les hypothéses des théorémes 4.1.2 et 6.2.1.
(Pour le code, voir I’annexe C)

7.1.1 Implémentation de P’estimateur du drift & partir de ’estimateur de
Nadaraya-Watson
Supposons avoir & disposition une trajectoire w : t — Z; tirée selon la loi du processus :
o

Jn

et I'estimateur de Nadaraya-Watson qu’on a défini dans le paragraphe précédent.

Gréce au corollaire 6.3.1, ces données nous suffisent pour construire un estimateur de f asymptoti-
quement équivalent a l'estimateur de Nadaraya-Watson.
En effet, I’estimateur de f & proposer n’est rien d’autre que :

o (O AN, ooy

ol we est la partie continue de la trajectoire cadlag w, c’est-a-dire, we(t) := w(t) — > (w(s) - li%n w(r)).
Sgt s
En analogie avec ce qu’on a fait dans le paragraphe précédent, on trouvera (voir figures 7.4, 7.5, 7.6)

Iestimateur F;, du drift f correspondant, respectivement, aux fonctions :

i on (o 1))

1 1 1
fa(z) = 1 sin(4mx) + 3 cos(4mx) — 3 sin(27z),

- (- (2255))

(Pour le code, implémenté en R, voir annexe C)

1

T3

)
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— lavraie fonction
—— estimateur de Nadaraya-Watson

(0
0.2
Il

0.0

-0.2
1
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1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 7.1 — Superposition du graphe de la fonction fi(z) = sin (47 (2 — 1))|z — 4| et de Pestimateur

de Nadaraya-Watson correspondant. Simulation faite en posant n = 1000 et ¢ = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en blue : I'estimateur de Nadaraya-Watson
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 7.2 — Superposition du graphe de la fonction fa(z) = 1 sin(4mz) + & cos(4nx) — & sin(27x) et de
I’estimateur de Nadaraya-Watson correspondant. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur de Nadaraya-Watson
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 7.3 — Superposition du graphe de la fonction f3(x) = exp ( - (;{5:3)2) et de 'estimateur de

Nadaraya-Watson correspondant. Simulation faite en posant n = 1000 et ¢ = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur de Nadaraya-Watson

0.4

— lavraie fonction
estimateur dans le modele a
saut via Nadaraya-Watson
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FIGURE 7.4 — Superposition du graphe de la fonction fi(z) = sin (47 (2 — 1))|x — %] et de Pestimateur
dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts obtenu & partir de ’estimateur de Nadaraya-
Watson de f; dans le modéle de régression. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.

En noir : la vraie fonction, en rouge : l'estimateur dans le modéle & saut via l'estimateur de Nadaraya-
Watson
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0.5

0.0

f(x)

FIGURE 7.5 — Superposition du graphe de la fonction fa(z) = 1 sin(4nz) + & cos(4nz) — & sin(27x) et de
I’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts obtenu & partir de I’estimateur
de Nadaraya-Watson de f> dans le modéle de régression. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en rouge : I'estimateur dans le modéle & saut via I'estimateur de Nadaraya-
Watson
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FIGURE 7.6 — Superposition du graphe de la fonction f3(z) = exp (— (;(/j:f) )2) et de ’estimateur dans le

modéle de signal perturbé par un processus & sauts obtenu & partir de ’estimateur de Nadaraya-Watson

de f3 dans le modéle de régression. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en rouge : I'estimateur dans le modéle & saut via I'estimateur de Nadaraya-
Watson
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7.2 Estimateurs par projection

Soit (¢;); une base orthonormale donnée de L0, 1].
On suppose ici que la fonction de régression f appartienne a la classe de Sobolev périodique suivante :

WL ={f:10,1] = R, f e (0,1]),[f P <L, f90)=fD(1) ¥j=0,....8-1}.

Donc, en particulier, f admet une écriture de la forme :
o0 o0
fl@)=> 0i¢i(x), > 07 <o,
j=1 j=1

ou L
6, = /0 F(@)d; (2)da.

Pour estimer f, il suffit alors de fournir une estimation des coeflicients de Fourier ;, que I’on construit
A partir des Y;.
L’idée est la suivante : on prend 'approximation de f par sa projection sur ¢q, ..., ¢y et on remplace
les (6;)1<j<n par leurs estimateurs.
Or, comme
N’ i !
> 1)) o | f@sarda
I’approche naturelle & suivre est de remplacer les inconnues f(X) par les observations Y;, vu que I'espé-
rance de Y; est bien f(%) pour tout i =1,...,n.
On obtient les estimateurs éj des 0; :

N i
=253
et donc on peut finalement définir la statistique

A N A
fan(z) = Z 0;¢;(x)

qui est dite estimateur par projection de f.

Naturellement N joue un role important, il s’agit en effet d’'un paramétre de lissage dont le choix doit
étre fait de facon a établir ’équilibre entre le biais et la variance.

Si on se concentre sur le risque quadratique de ’estimateur fn ~ défini par

1 N 3]
R = 2| [ Gu(®) = s0)%ae| ~E[ Y00, - 07 + 3 02
0 j=1 j=N+1
en faisant les calculs, on trouve que (voir [38]) :
Ro(fan) = O(% + N7,

Un estimateur an qui minimise le risque quadratique s’obtient alors en prenant N = Ng,, , ou Ng, est
1
la partie entiére de n23+1,
On peut aussi démontrer les résultats suivants :
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Théoréme 7.2.1. Pour tout 8 € N* et pour tout L > 0,

. 423 R
limsup sup nZ R, (fun) <Cp Lo
n—oo feWE’eLr

ot Cg 1., est une constante.
Théoréme 7.2.2. Pour tout § € N* et pour tout L > 0,

liminfinf sup n2+1R,(T,) > Ds 1.0,
n—oo T, per
n fEWB,L

ot Uinfimum est pris sur toutes les procédures d’estimation (T),), et Dp 1, désigne une constante indé-
pendante de n.

Les résultats ci-dessus nous disent alors que l'estimateur de f dans le modéle discret fn N est minimax
(en prenant comme fonction de perte la norme L) dans la classe fonctionnelle Wg ¢ avec une vitesse de

23
convergence égale & n~ 2541,
(Pour plus de détails sur les estimateurs par projection voir [38].)

7.2.1 Implémentation de I’estimateur du drift 4 partir de 1’estimateur par
projection : base trigonométrique
Soit, pour tout z € [0, 1],
¢1 (I) =1
62;(x) = V2 cos(2mja)
P2j4+1(x) = V2sin(2mjx),

la base trigonométrique de L2[0, 1].

Par analogie avec les paragraphes précédents, (voir figures 7.7, 7.8, 7.9) on a tracé les estimateurs
par projection, en ayant pris comme base la base trigonométrique et comme fonctions les éléments de la
classe de Sobolev périodique W1, suivants :

i on (o 1))

1 1 1
fa(x) = ! sin(4mx) + 3 cos(4mx) — 3 sin(2mx),

o) e (- (2222,

(Pour le code, implémenté en R, voir Pannexe C.)

1

T3

)

Encore une fois, supposons avoir & disposition une trajectoire w : t — Z; tirée selon la loi du processus :

o
dZ; = f(t)dt + —=dB; + dXq,
t f( ) \/ﬁ t t
et I'estimateur par projection sur la base trigonométrique qu’on a défini dans le paragraphe précédent.
Gréce au corollaire 6.3.1, ces données nous suffisent pour construire un estimateur de f asymptoti-
quement équivalent & l'estimateur par projection.
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0.0
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FIGURE 7.7 — Superposition du graphe de la fonction fi(z) = sin (47(z — 3))|z — 1| et de 'estimateur
par projection (base trigonométrique) correspondant. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur par projection dans le modéle de régression
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FIGURE 7.8 — Superposition du graphe de la fonction fy(z) = 1sin(47z) + & cos(4mz) — § sin(27z) et de
Pestimateur par projection (base trigonométrique) correspondant. Simulation faite en posant n = 1000

et 0 =0.1.
En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur par projection dans le modéle de régression
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FIGURE 7.9 — Superposition du graphe de la fonction f5(z) = exp ( — (i(/;:f)f) et de 'estimateur par

projection (base trigonométrique) correspondant. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.

En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur par projection dans le modéle de régression
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FIGURE 7.10 — Superposition du graphe de la fonction f;(z) = sin (47 (z — 1))|z — 3| et de Pestimateur
dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts obtenu & partir de I’estimateur par projection
(base trigonométrique) de f; dans le modéle de régression. Simulation faite en posant n = 1000 et o = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en rouge : I’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus
A sauts via ’estimateur par projection
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FIGURE 7.11 — Superposition du graphe de la fonction fo(z) = I sin(47z)+ § cos(47z) — 4 sin(27z) et de

I’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus a sauts obtenu & partir de ’estimateur
par projection (base trigonométrique) de fo dans le modéle de régression. Simulation faite en posant
n = 1000 et 0 = 0.1.

En noir : la vraie fonction, en rouge : I'estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus
A sauts via ’estimateur par projection
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FIGURE 7.12 — Superposition du graphe de la fonction f3(z) = exp ( — (;(/j:f) )2) et de l'estimateur dans

le modéle de signal perturbé par un processus a sauts obtenu a partir de I’estimateur par projection (base

trigonométrique) de f3 dans le modéle de régression. Simulation faite en posant n = 1000 et ¢ = 0.1.
En noir : la vraie fonction, en rouge : I'estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus
A sauts via ’estimateur par projection
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Plus en détails, ’estimateur & proposer n’est rien d’autre que :

R = 23 ((2) - () st

j=1i=1

Par analogie avec ce qu’on a fait dans le paragraphe précédent, on a tracé (voir figures 7.10, 7.11, 7.12)
Pestimateur F,, du drift f construit & partir de 'estimateur par projection sur la base trigonométrique
T,, du modéle de régression.

7.3 Comparaisons

Pour faciliter une interprétation graphique des résultats des paragraphes précédents, on a tracé (voir
figures 7.13, 7.14, 7.15, 7.16, 7.17 et 7.18) les graphes des différentes fonctions f a estimer, auxquels on a
superposé les graphes des estimateurs correspondants dans le modéle de régression et dans le modéle de
signal perturbé par un processus a sauts.

De plus, remarquons qu’en combinant le résultat de Brown et Low (voir le théoréme 4.1.2) et ’équi-
valence asymptotique démontrée dans le chapitre 6 entre le modéle de régression non paramétrique et le
modele de signal perturbé par un processus & sauts (voir le théoréme 6.2.1), on en déduit que, du point
de vue de l’estimation du drift f, le modéle de signal avec bruit blanc :

dZ, = f(t)dt + oW ap, e [0,1] (7.3)

Vn
est asymptotiquement équivalent au modéle de signal perturbé par un processus a sauts :

dY; = f(t)dt + @dBt +dX;, telo,1]. (7.4)
vn
Une question naturelle & se poser est alors la suivante : si on observe une trajectoire issue du modéle (7.4)
et si on souhaite estimer la fonction de drift f, quelle est la stratégie la plus convenable & suivre ? Est-il
préférable d’utiliser un estimateur qui provient du modéle de régression ou plutét du modéle de signal
avec bruit blanc ?

Les expériences n’ont pas montré une réponse claire. En effet, nous avons relevé des cas ot ’estimateur
de Pinsker est préférable (au niveau du risque) a Pestimateur de f dans le modéle (7.4) construit a partir
de lestimateur par projection du modeéle de régression et vice versa.

Dans les tableaux 7.1, 7.2 et 7.3 on a catalogué les risques moyens associés aux estimateurs suivants :
dans la premiére colonne, il s’agit des résultats relatifs a ’estimateur par projection sur la base trigono-
métrique du modéle de régression ; dans la deuxiéme, les résultats concernent ’estimateur dans le modéle
de signal perturbé par un processus a sauts obtenu grace au corollaire 6.3.1 via I’estimateur par projection
dans le modéle de régression ; dans la troisiéme on trouve, dans le modéle de bruit blanc, ceux de 1’esti-
mateur de Pinsker. Finalement, on rapporte dans la derniére colonne la valeur théorique asymptotique
prévue par le théoréme de Pinsker 5.1.5. Dans tous les cas considérés, on a calculé le risque par rapport
a la fonction de perte donnée par la distance Ly([0, 1]) en utilisant une méthode Monte Carlo.

Les résultats confirment que, parmi les estimateurs proposés, il n’y a pas un qui donne toujours les
meilleurs estimations (en termes du risque) : méme si des tendances émergent, les risques moyens sont
toujours trés proches entre eux. Par contre, en régle générale, on trouve une différence sensible entre les



80 CHAPITRE 7. SIMULATIONS

0.5

0.0

0

-0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 7.13 — Superposition du graphe de la fonction fi(z) = sin (47 (2 — 1))|z — |, de Pestimateur

de Nadaraya-Watson de f1 et de l’estimateur de f; dans le modéle de signal perturbé par un processus
& sauts obtenu & partir de ’estimateur de Nadaraya-Watson de f; dans le modéle de régression.
En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur de Nadaraya-Watson dans le modéle de régression,

en rouge ’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via ’estimateur de

Nadaraya-Watson.
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FIGURE 7.14 — Superposition du graphe de la fonction fy(z) = sin(4mwz) 4 £ cos(4ra) — & sin(2nx), de

I’estimateur de Nadaraya-Watson de f; et de 'estimateur de f, dans le modéle de signal perturbé par un
processus a sauts obtenu & partir de ’estimateur de Nadaraya-Watson de f; dans le modéle de régression.
En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur de Nadaraya-Watson dans le modéle de régression,

en rouge ’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via ’estimateur de

Nadaraya-Watson.
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FIGURE 7.15 — Superposition du graphe de la fonction f3(z) = exp ( — (%)2), de lestimateur de

Nadaraya-Watson de f3 et de l'estimateur de f3 dans le modéle de signal perturbé par un processus a
sauts obtenu & partir de 'estimateur de Nadaraya-Watson de f3 dans le modéle de régression.

En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur de Nadaraya-Watson dans le modéle de régression,
en rouge ’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via ’estimateur de
Nadaraya-Watson.
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FIGURE 7.16 — Superposition du graphe de la fonction f;(x) = sin (47r (sc — %)) |x — %|, de I'estimateur par
projection (base trigonométrique) de f; et de l'estimateur de f; dans le modéle de signal perturbé par
un processus a sauts obtenu & partir de ’estimateur par projection de f; dans le modéle de régression.

En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur par projection dans le modéle de régression, en rouge
I’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via ’estimateur par projection.
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FIGURE 7.17 — Superposition du graphe de la fonction fy(z) = §sin(4nz) + £ cos(4nz) — 1 sin(27z), de

Pestimateur par projection (base trigonométrique) de f; et de l’estimateur de fo dans le modéle de signal
perturbé par un processus a sauts obtenu a partir de ’estimateur par projection de fo dans le modéle de
régression.

En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur par projection dans le modéle de régression, en rouge
I’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via ’estimateur par projection.
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FIGURE 7.18 — Superposition du graphe de la fonction f3(z) = exp ( — (2{5:5)2), de estimateur par

projection (base trigonométrique) de f3 et de l'estimateur de f3 dans le modéle de signal perturbé par
un processus a sauts obtenu a partir de ’estimateur par projection de f3 dans le modéle de régression.

En noir : la vraie fonction, en blue : 'estimateur par projection dans le modéle de régression, en rouge
I’estimateur dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via ’estimateur par projection.
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résultats donnés par les estimateurs et les valeurs idéales prévues par le théoréme de Pinsker, toujours
d’un facteur 10 environ. Il y a deux explications possibles pour un tel phénomeéne : d’'un co6té, le théoréme
de Pinsker donne une valeur asymptotique, qui ne pourrait étre atteinte que pour des valeurs de n
extrémement grandes par rapport au bruit . De lautre coté, les différences entre la fonction a estimer
et 'estimateur sont trés petites dans chaque point, fait qui rend les calculs particuliérement sensibles aux
erreurs numériques des logiciels de calcul. C’est exactement pour cette raison qu’on n’a pas pu faire des
simulations pour des petites valeurs de e = 2.
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Régression  Est. transporté M.a S. Pinsker Valeur théorique
n =100,0 = 0.1 0.1909541 0.1912585 0.05314375 0.004235654
n =1500,0 =0.1 | 0.01431202 0.01265321 0.03187722 0.001448573
n =500,0 =0.5 | 0.06127406 0.05791142 0.09397223 0.01238513
n = 1000, = 0.5 | 0.04594394 0.04855009 0.07242672 0.007802142
n = 5000,0 = 0.1 | 0.005464376 0.005873015 0.013926 0.0003120857
n = 5000,0 =1 0.05266939 0.05562003 0.06813567 0.006723682

TABLE 7.1 — Comparaison des risques moyens associés, respectivement, & I’estimateur par projection de
f, a Uestimateur de f dans le modéle de signal perturbé par un processus a sauts via l'estimateur par
projection, I'estimateur de Pinsker de f et la valeur théorique du risque associé a I’estimateur de Pinsker.
On a posé f(z) = sin (4m(z — 0.5))|z — 0.5‘

Régression  Est. transporté M.a S. Pinsker Valeur théorique
n =100,0 = 0.1 | 0.02977428 0.03081126 0.05372695 0.004235654
n =500,0 =0.1 | 0.01944834 0.019056 0.03172858 0.001448573
n =500,0 =0.5 | 0.05690559 0.06568017 0.09753825 0.01238513
n = 1000,0 = 0.5 | 0.04500288 0.04852682 0.06976673 0.007802142
n = 5000,0 = 0.1 | 0.005602151 0.006408627 0.01488441 0.0003120857
n = 5000,0 =1 0.05620099 0.05670829 0.06881296 0.006723682

TABLE 7.2 — Comparaison des risques moyens associés, respectivement, a ’estimateur par projection de
f, a l'estimateur de f dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via l’estimateur par
projection, I’estimateur de Pinsker de f et la valeur théorique du risque associé & ’estimateur de Pinsker.
On a posé f(x) = ef(%)z

Régression  Est. transporté M.a S. Pinsker Valeur théorique
n =100,0 = 0.1 0.1780349 0.1784109 0.05407487 0.004235654
n =500,0 = 0.1 | 0.01052737 0.0112597 0.03370397 0.001448573
n = 500,060 =0.5 | 0.05636669 0.05717137 0.09320534 0.01238513
n = 1000,0 = 0.5 | 0.04294714 0.04463352 0.07612717 0.007802142
n = 5000,0 = 0.1 | 0.005850944 0.004763002 0.0148907 0.0003120857
n = 5000,0 =1 0.05189352 0.05633176 0.06905875 0.006723682

TABLE 7.3 — Comparaison des risques moyens associés, respectivement, & I’estimateur par projection de
f, a lestimateur de f dans le modéle de signal perturbé par un processus & sauts via ’estimateur par

projection, I’estimateur de Pinsker de f et la valeur théorique du risque associé a ’estimateur de Pinsker.
On a posé f(z) = % sin(4nz) + § cos(4mz) — § sin(2mz)



Chapitre 8
Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire nous avons étudié 'article de Brown et Low [4] portant sur I’équivalence asympto-
tique au sens de Le Cam entre le modéle de signal avec bruit blanc :

dZ(t) = f(t)dt + W g, e [0,1] (8.1)

NG

et le modéle de régression non-paramétrique & variance connue :

Y, = f(Xz) + O’(Xi)é“i, t=1....,.n g~ N(O, 1) iid.. (82)

,o()>0:

()

Nous avons généralisé le résultat précédent : nous avons montré une équivalence asymptotique entre le
modéle de signal perturbé par un processus de Lévy L de triplet inhomogéne (O, R 1/5

dX; = f(t)dt + dL;, t€0,1] (8.3)

et le méme modéle de régression non-paramétrique que (8.2). Plus précisément, ce qu’on a démontré est
que les modéles sont équivalents pour ce qui concerne ’estimation de la fonction inconnue f.

Nombreuses sont les possibles généralisations. En particulier, celles qui nous apparaissent les plus
naturelles et qui seront I’objet d’un travail futur sont les suivantes :

1. Pour résoudre un probléme de calibration (estimation de la fonction du drift et de la mesure de
Lévy), on souhaite chercher un équivalent asymptotique au modéle :

dX, = f(t)dt +dL;, te0,1] L~ Lévy(o, i}ﬁ) u). (8.4)

2. Une autre question intéressante concerne les modéles récurrents et les processus de diffusion. Dans
lobjectif d’estimer une fonction f dans un modeéle de diffusion, Milstein et Nussbaum [31] ont
montré I’équivalence asymptotique entre le modéle de diffusion :

dy(t) = f(y(t))dt +edB;, te[0,1], y(0)=0 (8.5)
et le modéle discret donné par :
Y;'+1 :}/l+n_1f(}/7/)+€n_%£l? 1=1,...,n, Y1 :07 (86)
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ou les &; sont variables aléatoires i.i.d normales réduites et centrées et Y; est une solution approchée
de (8.5) définie seulement aux points ¢;, ¢ = 1,...,n d’une grille qui est une partition de [0, 1].

Ce qui nous apparait raisonnable est alors l'existence d’une équivalence asymptotique entre les
modeéles de la forme :

dy(t) = f(y(t))dt+dLy, te€][0,1], y(0)=0, L~ Lévy(0,e,v) (8.7)

et
Y;'+1 :}/l+n_1f(}/7/)+€n_%£l? 1=1,...,n, Y1 :07 (88)

car la seule inconnue est la fonction f qui appartient & la partie continue du processus défini par
(8.7).

Il serait alors intéressant d’étudier quelques applications d’une telle équivalence : qu’entraine-t-elle
au niveau de ’existence et unicité de la solution ? Que peut-on déduire sur le comportement limite
des solutions ?

. Finalement, un projet de travail plus ardu est I’étude de I'existence d’un modéle discret asymptoti-

quement équivalent & un modéle de signal perturbé par un processus & accroissements dépendants
M .
dJy = f(t)dt + dM;, te€][0,1]. (8.9)

En suivant la méme approche utilisée dans le cas d’accroissements indépendants, on s’attendra a ce
que le modéle (8.9) soit asymptotiquement équivalent & un modéle de régression non-paramétrique
qui, cette fois, devrait avoir des innovations dépendantes.

Des applications a des problémes de calibration en finance seront envisageables.



Annexe A

L’intégrale de Wiener

Le but de cette annexe est de rappeler briévement la définition et les propriétés de l'intégrale de
Wiener. Pour cela commengons par rappeler la définition du mouvement brownien.
Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé.

Définition A.1. Un processus stochastique est une fonction mesurable X (¢, w) définie sur I’espace produit
I x Q, I C R intervalle. En particulier,
i. pour tout ¢, X(¢,-) est une variable aléatoire,
ii. pour tout w, X(-,w) est une fonction mesurable.
Pour des raisons de commodité, on écrira la variable aléatoire X (¢,-) comme X (¢) ou encore X;. Dans

le méme esprit, on pourra exprimer le processus stochastique X (¢, w) comme X (¢)(w) ou, plus simplement,
X(t) ou encore X = (Xy,t € I).

Définition A.2. Un processus stochastique B(t,w) est appelé mouvement brownien s’il satisfait les
conditions suivantes

1. P{w: B(0,w) =0} = 1.
2. Pour tous 0 < s < t, la variable aléatoire B(t) — B(s) suit une loi normale N (0,¢ — s).

3. B(t,w) est a incréments indépendantes, i.e. pour tous 0 < ¢; < tg < -+ < t,, les variables aléatoires
B(t1), B(te) — B(t1),...,B(tn) — B(tn—1)

sont indépendantes.

4. P{w : B(-,w)est continue} = 1.

On souhaite maintenant donner un sens aux expressions de la forme

b
/ F(H)dB(tw),

ou f est une fonction déterministe (i.e. qui ne dépend pas de w) et B(t,w) est le mouvement brownien.
Pour cela, on va définir I'intégrale de Wiener en deux étapes.
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88 ANNEXE A. I’INTEGRALE DE WIENER

Etape 1 Supposons que f soit une fonction en escalier de la forme f = 31" | a;I[t;—1,t;) avec ty = a,
t, = b. Définissons :

I(f) = ai(B(t:) = B(ti-1)). (A1)
i=1
1l est clair que I(af + Bg) = «I(f) + BI(g) pour tous «, 8 € R, pour toutes fonctions en escalier f,g. De
plus on a la propriété suivante :

Lemme A.0.1. Pour toutes fonctions en escalier f, la variable aléatoire I(f) suit une loi gaussienne de
moyenne nulle et de variance donnée par

E(1(7)?) = / " fwar (A.2)

Démonstration. 1l est bien connu qu’une combinaison linéaire de variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes est encore une variable aléatoire gaussienne, donc, grace aux conditions (2) et (3) de la définition
du mouvement brownien, la variable aléatoire définie par I’équation (A.1) suit une loi gaussienne de
moyenne zéro. Calculons la variance :

B(107) = B 3 (500 ~ BO)B() ~ Blty-0)
— B[ ey (B() — B(t0) (Bloy) - B(t-1)

i#]

a0 - B
i=1
— [ Y - B )]
i=1
= Za?(tz‘ —ti-1)

=1
b
— [ swran
ou on a utilisé, grace aux propriétés (2) et (3) du mouvement brownien : pour tous i # j
E[(B(ti) — B(ti-1))(B(t;) — B(tj-1)] = E[B(t:) — B(ti-1))|E[B(t;) — B(t;-1)] =0
et
E[B(t;) — B(t;_1)]> =t; — ti_1.
O
Etape 2 Soit L?(Q)) Tespace de Hilbert composé par toutes les variables aléatoires X : Q — R, de
carré intégrables, muni du produit scalaire (X,Y) = E[XY]. Soit f € L?[a,b] et choisissons une suite de
fonctions en escalier, (f,)n, telle que f,, converge vers f en L?[a,b] quand n tend vers I'infini. Le lemme

A.0.1 nous dit que la suite (I(f,))n est de Cauchy dans L?(Q), et donc, vu que L?({2) est un espace de
Hilbert, (I(f,)), converge dans L?(2). Appelons une telle limite I(f), c’est-a-dire, posons :

I(f) = lim I(f,) dans L*(Q) (A.3)
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Question A.0.2. I(f) est-il bien défini?

Pour montrer que I(f) est bien défini il faut montrer que la limite dans 1’équation (A.3) ne dépend
pas du choix de la suite (fy,)n-

Soit (g )m une autre suite de fonctions en escalier qui converge vers f dans L2[a,b]. Par linéarité de
I et grace a (A.1),

E[[I(fa) = I(gm)|*] = E[II(fn = gm)I’]

b
- / (Falt) — gun (1))t

En Gerivant £ (6) — g (£) = Lfa(t) ~ (6]~ [gm(#) ~ f(2)] et en utilisant Vinegalite (z —y)? < 2(2% +42),
on aboutit a
b b
0 = gt <2 [ (a0 = £ + (gn(0) ~ £0)?1e
—0 quand n,m — oo.

Il s’en suit que
. o 2
nh_)rr;o I(f,) = 77}1_{{1)O I(gm) dans L*(2)

et donc I(f) est bien défini.

Définition A.3. Soit f € L?[a,b]. La limite I(f) définie par I'équation (A.3) est appelée intégrale de
Wiener de f.

L’intégrale de Wiener I(f) de f sera indiqué par

I(f)(w) = (/ab f(t)dB(t)) (w), we, presque sirement

o, plus simplement, par
b
1= [ fwise)
a
Théoréme A.0.3. Pour toute fonction f € L?[a,b], lintégrale de Wiener f: f(®)dB(t) est une variable
aléatoire gaussienne de moyenne 0 et variance || f||* = fab f(t)%dt.

Démonstration. Grace au lemme A.0.1 Passertion est vraie pour toute fonction f & escalier dans L*[a, b].
Pour une fonction f quelconque dans L?[a,b], assertion découle du bien connu fait suivant : si (X,)
suit une loi gaussienne N (j1,,,02) et (X,,) converge vers X dans L?((2), alors X suit une loi gaussienne
N (i, %) avec p := lim,, o0 i, €t 02 1= lim,,_, o, 02. O

Corollaire A.0.4. Si f,g € L?[a,b], alors

b
E[I(f)I(g)] = / F(D)g(t)dt. (A4)

En particulier, si f et g sont orthogonauz, les variables aléatoires gaussiennes I(f) et I(g) sont indépen-
dantes.
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Démonstration. Par linéarité de I et grace au théoréme précédent, on a
E[(I(f) +1(9))*] = E[(I(f +9))°]
b
= [ () + g%

b b b
= / f2(t)dt + 2/ f(t)g(t)dt +/ g>(t)dt (A.5)
Par contre, toujours en appliquant le théoréme précédente, on trouve que
E[(I(f) +1(9))%] = E[I(f)* +21(f)1(9) + 1(9)*]
b

b
= / f2(t)dt 4+ 2E[I(f)I(g)] + / g*(t)dt. (A.6)

a

Manifestement, 1’équation (A.4) découle des équations (A.5) et (A.6). O

Remarque A.0.5. Le corollaire A.0.4 montre que lintégrale de Wiener I : L?[a,b] — L?(2) est une
isomeétrie (i.e. préserve le produit scalaire).

Remarque A.0.6. D’une facon générale, un espace probabilisé (€, .4,P) et un processus stochastique

Z = (Z4,t € [a,b]) défini sur (2, A, P), permettent de définir I'intégrale d’une fonction f contre Z comme
la limite sur toutes les partitions a =ty < --- < t;, = b de Uintervalle [a, b]

k

t0<h~I-n<tk ;f(tifl)(zti - Zti—l) (A7)

lorsque cette limite existe.
On notera l'intégrale d’une fonction f contre Z de la facon suivante :

/ ’ F(t)dZ,. (A.8)

En particulier, si on choisit comme espace probabilisé (Cla, b], Cl*?], 1), Pespace de toutes les fonctions
continues de [a,b] dans R (muni de la tribu borélienne C**! induite par la norme du sup et d’une mesure
1) on peut considérer le processus stochastique identité Id :

Vy €Cla,b]  Id(7)e = ().

Le lien avec la définition A.3 est alors le suivant. Si on note par W la mesure de Wiener (i.e. la loi
image du processus (By,t € [a,b])), alors la loi de la variable aléatoire fab f(s)dId(s) sous W est donnée

par f: f(s)dBs, ce qui justifie la notation introduite ci-dessus (A.8).



Annexe B

Processus gaussiens

Définition B.1. Une famille S de variables aléatoires d-dimensionnelles définies sur I’espace probabilisé
(92, A, P) est dite une famille gaussienne si, pour tout choix de Xi,..., X, € Set y1,...,7m € R? la
variable aléatoire (y1,X1) + -+ 4+ (Ym, X ) est gaussienne.

Définition B.2. Un processus X = (X;,t € T) est dit gaussien si toutes ses lois finies dimensionnelles
L(X4,,...,X:,) sont gaussiennes (Vn,V(t1,...,t,) € T™). Autrement dit, X est gaussien si (X;):er est
une famille gaussienne.

Il est connu que la loi d’un vecteur gaussien (X,,...,X: ) est determinée (via sa fonction caracté-
ristique) par le vecteur moyenne (E[Xy,],...,E[X; ]) et la matrice de covariance (Cov(Xy,, X¢,)7j—1)-
On comprend dés lors que toute la loi d’'un processus gaussien est connue dés qu’on se donne la fonc-
tion moyenne a(t) = E[X:] et Popérateur de covariance K(s,t) = Cov(Xs, X;). En effet, la loi fini-
dimensionnelle de (X, ,. .., X3, ) est alors la loi normale de dimension n N (a,,, K,,) avec an, = (a(t1), ..., a(tn))
et K, = (K(t;,t;)},=1). Les fonctions a et K définissent donc toutes les lois fini-dimensionnelles de X et
donc aussi sa loi.

J74,j=1

Proposition B.0.7. Soit I = [a,b] un intervalle de R qui contient 0. Soit f une fonction dans L*(I).
Le processus stochastique X = (X;,t € I) défini par

b
X = [ siap:
a
ot B est un mouvement brownien, est un processus gaussien de fonction moyenne E[X,] = 0 et d’opérateur
de covariance donné par K(t;,t;) f f?(u ()ls ey [s,t,) (W) du.

Démonstration. Pour montrer que le processus X est gaussien il faut montrer que pour tous a < t; <

- < t, <b, pour tous nombre réels i, ...,v,, la variable aléatoire v, X;, + -+ 4+ v, X}, est gaussienne.
On utilise alors exactement le méme argument utilisé dans la preuve du théoréme A.0.3. Le calcul de la
fonction moyenne et de opérateur de covariance découlent du théoréme A.0.3 et de I’équation (A.4). O

Corollaire B.0.8. Soit I = [a,b] un intervalle de R qui contient 0. Soit f une fonction dans L*(I), p
une fonction dans L*(I). Le processus stochastique X = (Xy,t € I) défini par

/ du+/f
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ot B est un mouvement brownien, est un processus gaussien de fonction moyenne

E[X,] = / b () du

et d’opérateur de covariance donné par

b
K(ti,t;) =/ P21 nfaty) (w)du.

Démonstration. Grace a la proposition précédente on sait que pour tous a < t; < --- < t, < b, pour
tous nombre réels 71, ..., v, la variable aléatoire v, flfl FW)dBy + -+ 7 fj" f(u)dB, est gaussienne
centrée. Il est clair alors que pour tous ¢ < t; < --- < t, < b, pour tous nombre réels v1,...,7v,, la
variable aléatoire v1 Xy, + - - -+, X¢, est encore gaussienne centrée. Pour obtenir la formule souhaitée de
la fonction moyenne, il suffit de remarquer que si X suit une loi normale A (v, 0?), alors ¢ + X suit une
loi normale N(c + v,02), le calcul de I'opérateur de covariance découle de la proposition précédente. [



Annexe C

Simulations

NADARAYA-WATSON

R IR RN
FHh Y% Yk

7 library (KernSmooth)

o ## On teste differentes fonctions de regression ,
#appartenantes a la classe de Sobolev periodiques et donc,
11 # en particulier , satisfaisantes les hypotheses du theoreme
#sur | ’equivalence asymptotique entre le modele de regression et celui a saut.
13
f<—function(t){
15 £=0.25%sin (4*pi*t)+1/3*%cos(4*pi*t)—1/2%sin (2*pixt)

1w # r=(—t+0.5)/(tx(t—1))

# f=exp(—r"2)

# f=sin ({*pix(t—0.5))xabs(t—0.5)
21 }

23 # On simule les donnees

25 n=1000
sigma = 0.1
27 X<—c(0:n) /n
Y<—f (X)+rnorm(n+1, sd=sigma)
29
# On superpose le graphe de f au graphe de | ’estimateur de Nadaraya—Watson.
s1 #La fomction dpill () nous permet de choisir la fenetre optimale.

33 h<—dpill (X,Y)
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plot ()

lines (locpoly (X,Y, degree=0,bandwidth=h),col="blue" |lwd=2)

legend (0.5,0.37,c(‘‘la vraie fonction",,‘‘estimation,via regression"),
col=c (‘‘black",‘‘blue"), lty=1, lwd=2)

dev.print (pdf, file="NW.pdf")

## On utilise 1’estimateur de Nadaraya—Watson pour simuler f dans
#le modele a saut.

## On simule la partie continue de la trajectoire issue du modele:
# dZ_t=f(t)dt+sigma/sqrt(n)dB_t+dX t.

Z = c(0:(n+1))

# Simulons un mouvement brownien en se souvenant de toutes les wvaleurs
#dans les pointes de la forme i/(n+1).

brown = ¢ (0 ,cumsum(rnorm(n+1,sd=1/sqrt(n+1))))

# Finalement, definissons la partie continue de la trajectoire Z, qui,
# au temps t, est |’integrale de f entre 0 et t + sigma/sqrt(n+1) = B t.

for (i in 0:(n+1)) {
Z[i+1] = integrate(f, 0, i/(n+1))8$value + sigma/sqrt(n+1)*brown|[i+1]

}

# On superpose le graphe de f au graphe de | ’estimateur du drift
#construit a partir du modele de regression.

S=c(1:(n+1))

for (i in 1:(n+1)) {
S[i]=(n+1)*(Z[i+1]-Z[i])
}

plot ()
lines (locpoly (X,S, degree=0,bandwidth=h), col="red" lwd=2)
legend (0.5,0.37,c("layvraie, fonction" ,"estimation,via modeleja saut"),

col=c ("black","red"), lty=1, lwd=2)
dev.print (pdf, file="NWsaut.pdf")

# ESTIMATEUR PAR PROJECTION

$h W% %

##Simulation des donnees
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o1 # [=0.26%sin (4*xpixt)+1/8%cos(4*xpixt)—1/2%sin (2%pixt)
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1
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1

105

1

o

7

109

111

113

1

i

5

117

121

123

125

127

129

n = 1000
N = floor(n~(1/3))
sigma = 0.1

Y<—f(c(0:n)/n)+rnorm(n+1, sd=sigma)
##fonctions a estimer

f<—function (t){

r=(—t+4+0.5)/(tx(t—1))
f=exp(—r"2)

#  f=sin({xpix(t—0.5))*%abs(t—0.5)
}

## Estimateur de [ ##
phi<—function(k,t) {

if (k=1) {

phi <— 1

}

else if ((k %% 2)==0) {

phi <— sqrt(2)*cos(k*t*xpi)
}

else if ((k %% 2)==1) {

phi <— sqrt(2)*sin ((k—1)*t*pi)
}
}

coeff<—function (y){
bla=c (1:N) =0
for (j in 1:N) {
for (k in 0:n) {
bla[j]<—bla[j] + 1/n * y[k+1] * phi(j,k/n)
}
}
bla
}
stimatore<—function(t,co) {
v<—0
for (j in 1:N) {
v<—v + co[j] * phi(j,t)
}
v
}
T<—function (t){
theta<—coeff (Y)
T<—stimatore (t,theta)
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## Generons la trajectoire continue Z ##
F<—function (t){
Z =c(0:(n+1))

# Simulons un mouvement brownien en se souvenant
#de toutes les wvaleurs dans les pointes de la forme 1/ (n+1)

brown = ¢ (0 ,cumsum(rnorm(n+1,sd=1/sqrt(n+1))))

# Finalement , definissons la partie continue de la trajectoire Z,
# qui, au temps t, est |’integrale de f entre 0 et t + sigma/sqrt(n+1) = B t.
for (i in 0:(n+1)) {
Z[i+1] = integrate(f, 0, i/(n+1))$value + sigma/sqrt(n+1)xbrown[i+1]
}
S=c(1:(n+1))
for (i in 1:(n+1)) {
S[i]l=(n+1)*(Z[i+1]-Z[1])
}

## Definissons |’ estimateur du drift construit a partir
# du modele de regression

eta<—coeff (S)

F<—stimatore(t,eta)

# Plot des graphes avec estimation par base trigonometrique

curve (T, col="blue" | lwd=2)

curve(f,col="black",lwd=2,add=TRUE)

legend (0.03,0.67,c("layvraie fonction" ,"estimation,via regression"),
col=c ("black","blue"), lty=1, lwd=2)

#dev.print (pdf, file="trigo3.pdf")

curve(f,col="black"  lwd=2)

curve(F, col="red",(lwd=2,add=TRUE)

legend (0.03,0.67,c("layvraie fonction" ,"estimation,via modele a saut"),
col=c ("black","red"), lty=1, lwd=2)

#dev.print (pdf, file="trigosautsd.pdf")

#
# ESTIMATEUR DE PINSKER

#

Fh Hh Y%
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## Dans nos notations, [’estimateur de Pinsker coincide formellement
181 #avec | ’estimateur trigonometrique , avec les coeffisants multiplies
# par des constantes | _j et avec un choir different de N.
183
f<—function (t){
185 £=0.25%sin (4xpixt)+1/3xcos(4*pixt)—1/2xsin (2*pixt)

187 # r=(—t+0.5)/(tx(t—1))
# f=exp(—1"2)

# f=sin ({*pix(t—0.5))xabs(t—0.5)
191 }

193 beta = 1

gamma = (2xbeta-+1)
195 L <— 10

197 Q = L2/ (pi~(2+beta))
epsilon <— sigma / sqrt(n)

k <~ (beta/(gammax(beta+1)*Q)) " (beta/gamma) * epsilon ~(2xbeta/gamma)
IPinsker <— function(j) {

203 a <— ((j—1)"beta) * (j %% 2) + (j beta) * ((j+1) %% 2)
] <~ max(0, (1 — k * a))

205 }

201 # Le suivant ne marche que pour beta=1, sinon des logarithms sont a prevoir...
NPinsker <— ceiling (1/k)

integrando <— function(t) {
211 integrando <— f(t) % phi(j,t)
}
213
theta <— function() {
215 theta <— integrate (integrando, 0, 1, subdivisions=10000)8$value + epsilon * rnorm(1)

}

217

coeffPinsker <— c(1:NPinsker)

for (j in 1:NPinsker) {
221 coeffPinsker [[j]] <— theta()

}
223

# La fonction stimatorePinsker differe de la fonction
205 #stimatore par les constantes [ _j
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227 stimatorePinsker<—function(t) {

v<—0
220 for (j in 1:NPinsker) {

v<—v + lPinsker(j) * coeffPinsker[j] * phi(j,t)
231 }

v

233 }

235 curve (stimatorePinsker , col="red", lwd=2)
curve(f, col="blue", lwd=2,add=TRUE)

239

CALCUL DES RISQUES

241

R IR RN
IR N

2a5 ## Voila les fonctions necessaires pour le calcul du risque
#dans le modele de regression avec Montecarlo

diffquadregr<—function(t) {
220 diffquadregr<—((f(t)-T(t))
}

A2)

251

# Fonction de perte L: distance L2
253 Lregr<—function () {

res <— integrate (diffquadregr ,0,1)$value
255 res <— sqrt(res)

res

257 }

259
## Voila les fonctions necessaires pour le calcul du risque
261 #dans le modele white noise avec Montecarlo

263 diffquadwhite<—function(t) {
diffquadwhite<—((f(t)-F(t))"2)

265 }

267 # Fonction de perte L: distance L2
Lwhite<—function () {

200 res <— integrate (diffquadwhite ,0,1)$value
res <— sqrt(res)

271 res

}

273



275

277

279

281

283

287

289

291

293

297

299

301

303

307

309

311

313

317

319

321

# Calcul des risques: necessite de beaucoup de operations,
#deja pour n=K=100 il faut attendre une dizaine de secondes.

K = 100

rischioregr = 0

for (i in 1:K) {

# Pour chaque % on tire un echantillon Y de taille n et on calcule

)

#par Lregr, la fonction de perte entre f et son estimateur T calcule par Y.

#0n calcul le risque par Montecarlo calcule sur les K (suppose grand)

#possibilites pour Y.

Y<—f(c(0:n)/n)+rnorm(n+1, sd=sigma)
rischioregr = rischioregr + Lregr()/K

}

rischioregr

rischiowhite <— 0

for (i in 1:K) {

# De meme, on calcule le risque de | ’estimateur F par Montecarlo.
#A noter que la fonction F calcule deja une trajectoire a chaque
#donc 1l n’y a pas de calcul prealable d’une trajectoire Z.

rischiowhite = rischiowhite 4+ Lwhite () /K

}

rischiowhite

diffquadPinsker<—function(t) {
diffquadPinsker<—((f(t)—stimatorePinsker (t))"~2)

}

# Fonction de perte L: distance L2
LPinsker<—function () {

res <— integrate (diffquadPinsker ,0,1)$value
res <— sqrt(res)

res

}

K=100

rischioPinsker=0

for (i in 1:K) {

for (j in 1:NPinsker) {
coeffPinsker [[j]] <— theta()

}
rischioPinsker = rischioPinsker + LPinsker()/K

}

print (rischioPinsker)

iteration
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# Calcul du risque de [ ’estimateur de Pinsker par la formule
323 #donne dans le chapitre 5

325 epsilon <— sigma / sqrt(n)
gamma <— 2xbeta+1

327 C <— L~ (2/gamma) * gamma“(1/gamma) * (beta/(pi * (beta+1)))"(2xbeta/gamma)
vitesse <— epsilon "~ (4xbeta/gamma)

320 risque <— Cxvitesse
risque
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